INTRODUGAO AO PROJETO DE SISTEMAS 
DE CONTROLE ROBUSTOS 


Conselho editorial SBA Press 
Luis Antonio Aguirre 
Valter Junior de Souza Leite 
Ivan Nunes da Silva 


> 


sociedade brasileira de 
B ucher AUTOMÁTICA 


José Jaime da Cruz 


INTRODUGAO AO PROJETO DE SISTEMAS 
DE CONTROLE ROBUSTOS 


Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos 
© 2022 José Jaime da Cruz 
Editora Edgard Bliicher Ltda. 


Publisher Edgard Bliicher 

Editor Eduardo Bliicher 

Coordenação editorial Jonatas Eliakim 
Produção editorial Isabel Silva 
Diagramação José Jaime da Cruz 
Revisão de texto Gabriela Castro 
Capa Leandro Cunha 

Imagem da capa iStockphoto 


Editora Blucher 

Rua Pedroso Alvarenga, 1245, 4º andar 
CEP 04531-934 — São Paulo — SP — Brasil 
Tel.: 55 11 3078-5366 
contato@blucher.com.br 
www.blucher.com.br 


Segundo o Novo Acordo Ortográfico, conforme 5. ed. do Vocabulário Ortográfico da Lingua 
Portuguesa, Academia Brasileira de Letras, março de 2009. É proibida a reprodução total ou 
parcial por quaisquer meios sem autorização escrita da editora. 


Todos os direitos reservados pela Editora Edgard Bliicher Ltda. 


Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 
Angélica Ilacqua CRB-8/7057 


Cruz, José Jaime 

Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos / José Jaime da Cruz — São Paulo : 
Blucher, 2022. 

248 p.: il. 


Bibliografia 
ISBN 978-65-5506-128-4 (impresso) 
ISBN 978-65-5506-129-1 (eletrônico) 

1. Engenharia de controle 2. Controle automático 3. Sistemas lineares de controle I. Título 
21-4664 CDD 629.8 


Indices para catálogo sistemático: 


1. Engenharia de controle 


Para Mima, Ju e minha família d’além-mar, 
reencontrada com sacrifício depois de duas gerações. 


Apresentacao 


O progresso científico e tecnológico traz, diariamente, novidades sobre equi- 
pamentos e utensílios que vão desde aqueles de uso doméstico, como máquinas 
de café, até os de alta sofisticação, como as sondas que exploram a superfície de 
outros planetas. 

Nesse contexto, é comum ouvirmos falar de maravilhas do presente e do futuro, 
como indústria 4.0, internet das coisas (IoT) e carros autônomos. No cotidiano, 
associamos essas possíveis conquistas a computadores, esquecendo-nos do que 
é fundamental: os sensores e atuadores que captam os sinais da natureza e os 
devolvem com os formatos adequados ao controle das ações das máquinas. 

Convido o leitor a imaginar que está em um voo normal, sem grande turbulên- 
cia, entre duas capitais brasileiras. Em um certo momento inicia-se o serviço de 
bordo e sua mesinha deve ser baixada. Mediante pagamento, você receberá uma 
bandeja contendo lanche e, adicionalmente, um copo plástico com refrigerante. 

Você acomoda sua bandeja e seu copo sobre a mesinha. Alguma vez você se 
perguntou como deve ser o sistema que, diante de todas as perturbações naturais 
e incertezas de projeto, mantém a bandeja e o copo em repouso em relação à 
mesinha? 

Esse é um exemplo simples da importância de um sistema acessório mas im- 
prescindível. Como estabelecer os limites das perturbações passíveis de controle? 
Como considerar as incertezas de parâmetros constitutivos na escolha e a cons- 
trução dos componentes mecânicos e eletrônicos? Questões como essas devem ser 
respondidas para que você saboreie o lanche com tranquilidade. 

É desse problema importante que o presente livro se trata. Entendê-lo re- 
quer bom conhecimento de Física para estabelecer os modelos e de Matemática 
para avaliá-los. O autor coloca seu amplo saber sobre o assunto à disposição da 
engenharia brasileira. 

Ouso afirmar que não há, mesmo em nivel internacional, livro tão claro e 
detalhado sobre espinhoso assunto. Já no primeiro capítulo, a obra proporciona 
uma visão geral que dá ao iniciante um panorama qualitativo claro do problema 
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a ser abordado, conceituando as ideias de perturbação e incerteza, no contexto 
de um projeto. 

O capítulo seguinte contextualiza os conceitos da teoria básica de controle 
linear monovariável, adicionando uma rica discussão sobre a influência dos ine- 
vitáveis erros de medida e das limitações dos possíveis esforços de controle. A 
escolha da análise no domínio da frequência estabelece um entendimento claro de 
como as perturbações e incertezas podem ser modeladas. 

Particularmente, gosto muito do Capítulo 3, pela originalidade e clareza da 
exposição dos erros de modelagem e como podem ocorrer em um sistema a ser 
controlado, incluindo as possíveis incertezas nos modelos. 

Os Capítulos 4 e 5 trazem o núcleo da obra: a robustez da estabilidade, 
essencial em um projeto para garantir as faixas de operação viáveis e a qualidade 
do desempenho, permitindo o conhecimento de como incertezas e perturbações 
afetam o comportamento global das variáveis a serem controladas. 

Inicia-se, então, a segunda parte do livro, indicada para aqueles que pre- 
tendem projetar sistemas reais, embasados no excelente desenvolvimento teórico 
apresentado nos Capítulos 1 a 5. 

No Capítulo 6, um exemplo de conformação da malha fechada é apresentado, 
acompanhado de simulações ilustrativas e discussão das diversas alternativas de 
projeto. O capítulo 7 traz o uso da teoria quantitativa, ilustrado pela carta 
de Nichols, relacionando valores de parâmetros e incertezas com as evoluções 
temporais possíveis das grandezas físicas relevantes. 

O Capítulo 8, intitulado Projeto via Hx, é precioso, contendo de maneira 
muito simples e clara a tradução de sofisticados conceitos de análise funcional para 
a linguagem da Engenharia, finalizando o livro com a formulação de problemas 
de otimização e estabelecimento de barreiras. 

Completando, trata-se de uma obra de alto nível, que demonstra como a 
Engenharia de Controle de nosso país encontra-se em estágio de desenvolvimento 
compatível com o de grandes centros mundiais. 

Finalmente, peço licença para falar do autor, considerado um dos mais bri- 
lhantes alunos da Escola Politécnica da Universidade de São Paulo (EPUSP), pes- 
quisador de primeira linha do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE) e 
do Instituto de Pesquisas Tecnológicas (IPT), que trilhou com competência todos 
os degraus da carreira da EPUSP. 

Mas isso é pouco comparado à sua grandeza humana. Ético e generoso, disse- 
minou seu conhecimento entre os alunos que tiveram o privilégio de conhecê-lo. 
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Felizmente, nao precisamos de programas de internacionalização para apren- 
der Controle Robusto, basta conhecer o professor José Jaime da Cruz. 
Boa leitura! 


José Roberto Castilho Piqueira 

Professor titular e ex-diretor da Escola Politécnica da Universidade de Sao Paulo 
(EPUSP), presidente do Conselho Superior do Instituto de Pesquisas Energéticas e 
Nucleares (IPEN), ex-presidente da Sociedade Brasileira de Automatica (SBA) e 
membro da Academia Nacional de Engenharia. 


Prefacio 


A razão fundamental para a existência de sistemas de controle a realimentação 
é que eles podem operar adequadamente a despeito da existência de incertezas 
que afetem seu funcionamento. Esta característica está presente nos sistemas de 
controle desde a Antiguidade, quando eles ainda eram concebidos como “enge- 
nhocas que funcionavam”. 


A teoria clássica de controle se desenvolveu basicamente na primeira metade 
do século XX. No entanto, o grande desenvolvimento da teoria de controle robusto 
ocorreu apenas a partir do final dos anos 1970. Essa evolução se deu em várias 
frentes, mas teve um aspecto em comum em quase todas elas: o uso intensivo de 
uma matemática sofisticada, com um nível de abstração elevado e, às vezes, com 
um hermetismo pouco convidativo para engenheiros interessados em aplicações. 


A maior parte das obras que trata do problema de controle robusto aborda- 
o no contexto de sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas (MIMO em 
inglês), o que requer recursos matemáticos mais sofisticados do que aqueles aqui 
exigidos. Neste livro, por outro lado, são considerados apenas sistemas de uma 
entrada e uma saída (SISO em inglês) lineares e invariantes no tempo e que, 
portanto, podem ser descritos por meio de funções de transferência. 


Em lugar do maior rigor matemático, a opção pelo uso de argumentos simples 
e intuitivos busca tornar o texto acessível a uma classe mais ampla de leitores. 
Com isso, o livro tem a pretensão de também ser útil a engenheiros envolvidos 
com a prática de projeto. 


Diversos cursos de Engenharia — Elétrica, Eletrônica, Mecatrônica, Mecá- 
nica, Química, Aeronáutica, Nuclear etc. — costumam ter em seu currículo uma 
disciplina introdutória de sistemas de controle. Nela são comumente apresenta- 
dos conceitos e ferramentas básicas da área, tais como resposta em frequência e 
suas representações gráficas, estabilidade e Lugar Geométrico das Raízes, além 
de uma abordagem preliminar de projeto de controladores, na qual são estudados 
compensadores por avanço de fase, por atraso de fase e PIDs. 
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Esses são os conhecimentos necessários para a leitura do presente texto. O 
conteúdo do livro constitui, de fato, uma sequência natural deste estudo introdu- 
tório, sendo o objetivo aqui abordar o problema de projeto em maior profundi- 
dade, considerando explicitamente a presença de incertezas no modelo da planta. 
Três técnicas são apresentadas para a solução do problema: Loop Shaping utili- 
zando as ferramentas de controle clássico, QFT (Quantitative Feedback Theory) 
e Hs 

O estudo do problema de controle robusto para o caso SISO baseia-se forte- 
mente em noções elementares de funções complexas — e, em particular no ganho 
de funções de transferência — sendo, por isso, bastante intuitivo. Quando, no 
caso multivariável, o conceito de ganho é generalizado para matrizes de transfe- 
rência usando a norma espectral de matrizes complexas, os resultados podem ser 
expressos de forma bastante similar à do caso SISO. Portanto, este texto pode, 
eventualmente, também ser útil como uma leitura preliminar para um curso de 
controle robusto multivariável. 

Este livro está dividido em duas partes. A primeira parte — Fundamentos 
— contém a elaboração das condições de projeto com vistas tanto a garantir a 
robustez da estabilidade como a do desempenho. Na segunda parte — Técnicas de 
Projeto — são apresentadas algumas técnicas para resolver o problema de projeto. 

Ele é resultado de Notas de Aula utilizadas em um curso semestral de gradu- 
ação, ministrado por mim nos últimos dez anos no Departamento de Engenharia 
de Telecomunicações e Controle da Escola Politécnica da USP (EPUSP). Apesar 
disso, é certo que ainda restam imperfeições e erros, portanto ficarei grato aos 
leitores que fizerem a gentileza de apontá-los. 

Gostaria de externar um profundo e sincero reconhecimento aos meus alunos, 
muitos deles brilhantes, com os quais muito aprendi ao longo de toda a minha 
carreira acadêmica. 

Por meio da lembrança de dois mestres memoráveis, o professor Leo Roberto 
Borges Vieira — pela sabedoria, pela humildade, pela elegância e pela clareza 
inigualáveis de suas aulas — e o professor Luiz de Queiroz Orsini — porque, entre 
tantas coisas, fez com que eu percebesse que a Álgebra Linear tinha, de fato, 
utilidade! —, gostaria de estender a minha gratidão aos inúmeros professores 
excelentes que tive desde o Marcílio, velho ginásio estadual lá da Vila Carrão. 

Por meio de três velhos e queridos amigos do Instituto de Pesquisas Tecnológi- 
cas do Estado de São Paulo S.A. (IPT), Jairson de Lima, José Augusto Penteado 
Aranha e José Cesáreo Raimundez Álvarez —, que tiveram uma influência deci- 
siva em minha vida pessoal e profissional —, registro um agradecimento especial 
aos muitos colegas e amigos da EPUSP — e, em particular, do Laboratório de 
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Automação e Controle (LAC) —, do IPT e do Instituto Nacional de Pesquisas 
Espaciais (INPE), com os quais tive o privilégio de conviver. Sou grato aos profes- 
sores José Roberto Castilho Piqueira, pela honra que me deu ao aceitar apresentar 
este livro, Bruno Augusto Angélico, pelo trabalho de, lá no início, transformar 
figuras tortas em objetos apresentáveis, e Anselmo Bittar, pela generosidade e 
competência de produzir uma Carta de Nichols “sob encomenda”. 

A todos eles — alunos, professores, colegas e amigos — também dedico este 
livro. 

Pelo apoio fundamental à publicação deste texto, agradeço à Sociedade Bra- 
sileira de Automática (SBA) nas pessoas dos professores Luis Antonio Aguirre, 
José Paulo Vilela Soares da Cunha e Tiago Roux de Oliveira. 

Agradeço também à Editora Blucher — em particular, ao Jonatas Eliakim, 
à Isabel Silva e à Gabriela Castro — pelo profissionalismo e pela qualidade do 
trabalho de produção deste livro. 

A minha gratidão aos meus pais, avós, esposa e filha pelo apoio e pelo afeto, 
presentes desde sempre, sem os quais nada disto teria sido possível. 

Por fim, meu agradecimento mais importante é a Deus, por tudo o que recebi 
e porque Ele resolveu me dar uma nova chance, devolvendo-me a saúde, para que 
eu fique por aqui ainda mais um tempo. 


José Jaime da Cruz 
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Parte I 


FUNDAMENTOS 


Capitulo 1 


Introducao 


1.1 Prolegômenos 


O estudo de sistemas de controle a realimentação tem como propósito desen- 
volver uma ciência da engenharia que permita atingir objetivos com uma precisão 
dada a priori, a despeito da existência de incertezas no comportamento do sis- 
tema. 

Neste texto será estudado o problema de projeto de sistemas de controle li- 
neares e invariantes no tempo de uma entrada e uma saída (SISO) por meio de 
uma abordagem no domínio da frequência. Este enfoque está baseado no fato 
de que uma classe ampla de sinais pode ser decomposta em suas componentes 
senoidais. 

O tratamento do problema de projeto de sistemas de controle no domínio 
da frequência tem algumas vantagens importantes. Talvez a maior delas seja 
a clareza com que ficam estabelecidos os compromissos de projeto. Assim, é 
possível responder questões como as seguintes: 


e A qualidade do modelo de projeto é compatível com as especificações? 


e Em que regiões de frequências é viável acompanhar sinais de referência? E 
rejeitar perturbações? 


e Qual é a qualidade do sensor apropriada para utilização no problema? 


Considere o caso de uma antena cuja posição angular deve ser controlada de 
maneira a acompanhar um ponto que se move no espaço. Há duas situações em 
que o uso da realimentação é interessante: 
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e Quando há incertezas no comportamento do sistema 


Considere um sistema de acionamento da antena que seja baseado em um 
motor CC o qual, por meio de um redutor de velocidade por engrenagens, 
aciona o eixo da antena. Normalmente, há diversas incertezas presentes no 
modelo desse sistema. Como exemplos típicos podem ser mencionadas as 
seguintes: 


i) os parâmetros do motor nunca são conhecidos com absoluta precisão; 


ii) os componentes que se movem podem fazê-lo sob a ação de atrito signi- 
ficativo — linear e não linear —, em geral modelado de forma simplificada; 


iii) muitas vezes pode também haver folgas nas engrenagens do redutor; 


iv) o próprio movimento do ponto no espaço que se deseja acompanhar com 
a antena pode ser desconhecido a priori. 


Em face de tantas incertezas, é claro que, se o sistema de controle operar 
em malha aberta, certamente o desempenho da antena não será satisfatório. 


Quando há perturbações agindo sobre o sistema 


Admita-se, por simplicidade, que as incertezas no modelo mencionadas 
acima não sejam significativas, mas que a antena esteja sujeita à ação de 
ventos. Se estes pudessem ser medidos com exatidão — tanto em intensi- 
dade como em direção — e se estivesse disponível um modelo matemático 
para avaliar com precisão seu efeito sobre a antena, então o acionamento 
do motor em malha aberta poderia dar resultados satisfatórios. Contudo, 
na prática, é improvável que se disponha de tais medidas e nível de conhe- 
cimento do modelo, de maneira que o desempenho do sistema em malha 
aberta deixará a desejar. 


Se for projetado adequadamente, um sistema de controle em malha fechada 


poderá produzir bons resultados, ainda que as incertezas no modelo e as pertur- 


bações externas estejam presentes, sem que seja necessário medir estas últimas. 


Um diagrama de blocos para este caso é representado esquematicamente na 


Figura 1.1. O sensor é o elemento utilizado para medir a posição angular da 


antena. O atuador é o elemento de potência, cuja entrada é um sinal de controle 


de baixa potência e cuja saída é o torque aplicado à antena. O controlador é 


o bloco que, com base no desvio entre a posição angular desejada e a posição 


angular medida, determina o valor do sinal de controle adequado para corrigir a 


posição da antena. 
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Ângulo + 


Ângulo da 
antena 


ANTENA 


CONTROLADOR ATUADOR 


SENSOR 


medido 


Figura 1.1 — Diagrama de blocos de um sistema de controle automático de posição de 
uma antena. 


E de se esperar que o controlador requerido para atender às especificações de 
um dado problema deva depender tanto da extensão das incertezas presentes no 
processo quanto das especificações referentes ao desempenho do sistema. 


Este texto tem por objetivo estudar a questão do projeto de sistemas de con- 
trole robustos. O que se pretende é apresentar técnicas de projeto que permitam 
garantir tanto a estabilidade como o desempenho de acordo com as especificações 
dadas, ainda que o modelo da planta não seja conhecido com absoluta precisão e 
que sobre ela atuem perturbações externas. 


e Nota 1.1 — Malha aberta versus Malha fechada 


Para complementar a discussão sobre a utilidade da realimentação, considere 
o sistema de controle em malha aberta representado na Figura 1.2, em que K(s) e 
G(s) são as funções de transferência do controlador e da planta, respectivamente, 
enquanto r(s), u(s) ey(s) são os sinais de entrada do controlador, controle e saída 
da planta, respectivamente. 


r(s) K(s) u(s) G(s) y(s) 


Figura 1.2 — Diagrama de blocos do sistema de controle em malha aberta. 


O problema é escolher o controlador K(s) de maneira que a saída y(s) acom- 
panhe a entrada r(s). 


24 Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos 


Para atingir esse objetivo, é imediato que basta escolher 


1 
K(s) = —— 
(s) G(s)’ 
de maneira que, no caso ideal, 
y(s) _ 


r(s) 


Ha, contudo, alguns inconvenientes com essa escolha, entre outros: 

e como, em geral, G(s) é estritamente própria, K(s) resultará imprópria; 
e G(s) normalmente apresenta incertezas de modelagem; 

e quando G(s) é instável, o sistema em malha aberta também é instável. 


Embora de fundamental relevância, deixem-se de lado por um momento essas 
questões. Considere-se então que a planta esteja sujeita à ação de uma perturba- 
ção externa di(s), conforme ilustrado na Figura 1.3. 


dis) 


r(s) + Ar(s) u(s) y+ y(s) 


K(s) e G(s) -— 


Figura 1.3 — Diagrama de blocos do sistema de controle em malha aberta sujeito à ação 
de uma perturbação. 


A despeito da presença da perturbação, o objetivo continua sendo fazer com 
que a saída y(s) acompanhe r(s). A questão que se coloca é a possibilidade de 
adicionar uma correção Ar(s) ao sinal r(s) de maneira a atingir esse objetivo. 

Do diagrama da Figura 1.3 tem-se que 


y(s) = G(s)[u(s) + di(s)), 
em que 
u(s) = K(s)[r(s) + Ar(s)] 


e, portanto, 


y(s) = G(s)K(s)[r(s) + Ar(s)] + G(s)di(s). 


Considerando que, mesmo na ausência da perturbação, é necessário acompanhar 
o sinal de referência, novamente escolhe-se 
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Em seguida, impondo que 


resulta que 


Ar(s) = —G(s)di(s). 


Esta solução pode ser representada pelo diagrama de blocos da Figura 1.4, em 
que o termo de pré-alimentação (feedforward) é responsável por eliminar o efeito 
da perturbação sobre a saída. 


d(s) 


— G(s) 


n94- | 
L 


Figura 1.4 — Diagrama de blocos do sistema de controle em malha aberta sujeito à ação 
de uma perturbação e com o termo de pré-compensação. 


Além dos problemas associados ao caso anterior, a rejeição da perturbação 
apresenta adicionalmente os seguintes inconvenientes: 


e a dependência do modelo da planta G(s) e, portanto, a fragilidade em rela- 
ção aos erros de modelagem; 


e a necessidade de se dispor de uma medida precisa da perturbação d;(s). 


Fica claro então que a estrutura de controle em malha aberta, por si só, não 
é satisfatória para aplicações práticas. 

Conforme se verá adiante, o uso da realimentação poderá fornecer um sistema 
com boas características de desempenho mesmo que a planta seja instável e que 
G(s) apresente erros de modelagem significativos; além disso, não será necessário 


que a perturbação di(s) seja medida. 


1.2 Pontos a considerar no projeto 


Quando projetados apropriadamente, os sistemas de controle em malha fe- 
chada podem apresentar vantagens importantes em relação aos em malha aberta. 
Entretanto, na prática, a realimentação pode introduzir problemas sérios se o 
controlador não for bem projetado. Assim, por exemplo,tendo-se uma planta es- 
tável, o sistema em malha fechada pode resultar instável se o controlador for mal 
projetado. 
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Os itens a seguir devem ser considerados no projeto de sistemas de controle 
em malha fechada [Sidi, 2001]. 


e Especificações de projeto 


A realimentação é utilizada para conseguir características de desempenho 
que não podem ser obtidas pela operação em malha aberta. Entre essas 
características podem ser citados o atendimento, dentro de uma precisão 
preestabelecida, 


i) do acompanhamento (ou rastreamento) de um sinal de referência pela 
saída do sistema e/ou 


ii) da atenuação dos efeitos de perturbações externas e dos erros de medida 
sobre a saída da planta. 


e Incertezas nos parâmetros da planta e dinâmicas não modeladas 


É óbvio que sempre há uma incerteza nos valores dos parâmetros do modelo 
da planta, sendo que, muitas vezes, tem-se conhecimento apenas de uma 
faixa em que eles se situam. Se as variações dos valores dos parâmetros são 
pequenas, normalmente a saída da planta não varia significativamente; no 
entanto, quando as variações não são pequenas, podem ocorrer problemas 
indesejáveis com o comportamento do sistema, inclusive a instabilidade. 


Os modelos matemáticos adotados para representar o comportamento dos 
sistemas físicos contêm ainda simplificações associadas a dinâmicas de alta 
ordem desprezadas. Isso significa que os modelos normalmente são fiéis em 
uma região de baixas frequências, apresentando erros crescentes à medida 
que a frequência aumenta. Para exemplificar, considere novamente o caso 
do sistema de posicionamento da antena. É comum utilizar um modelo para 
o projeto em que, por exemplo, a dinâmica do circuito de armadura introdu- 
zida pela indutância de armadura é desprezada, assim como desprezam-se a 
flexibilidade do conjunto eixo-redutor de velocidade e a própria flexibilidade 
da antena. Todos esses efeitos constituem dinâmicas de ordem elevada que 
causam discrepâncias entre o comportamento do sistema real e do modelo 
matemático utilizado para representá-lo. 


A estabilidade e o desempenho de acordo com especificações dadas devem 
ser garantidas a despeito de todas essas incertezas no modelo da planta. 
Este é o problema conhecido como controle robusto. 
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e Capacidade dos atuadores 


Parece intuitivo que, quando as especificações de desempenho são severas 
demais, os esforços de controle exigidos dos atuadores podem ultrapassar 
suas capacidades. Naturalmente, essa situação deve ser evitada, porque 
saturações dos atuadores podem provocar o surgimento de oscilações ou 
mesmo instabilidades no sistema. 


De forma um tanto vaga, uma diretriz que deve nortear a definição das 
especificações de um sistema de controle é não exigir que ele apresente 
acompanhamento de referências nem rejeição de perturbações em uma re- 
gião de frequências em que ele próprio atenua significativamente os sinais. 
Este ponto será abordado adiante com mais cuidado. 


e Amplificação do erro de medida 


Os sistemas de controle a realimentação necessitam, em geral, de um sen- 
sor para medir a variável que se deseja controlar. Ao medi-la, o sensor 
tipicamente introduz erros de alta frequência, representados tanto por dis- 
torções causadas por sua própria dinâmica, quanto por ruídos de natureza 
elétrica. Os efeitos desses erros de medida podem se fazer sentir tanto sobre 
a saída do sistema, quanto sobre a variável de controle. Por isso, é neces- 
sário levá-los em conta no procedimento de projeto, de maneira que eles 
sejam mantidos dentro de limites pré-especificados. 


1.3 Considerações preliminares 


1.3.1 Graficos de resposta em frequência 


Supodem-se aqui que sejam suficientemente conhecidos pelo leitor tanto o con- 
ceito de resposta em frequência, quanto as suas representações gráficas usuais, 
a saber, por meio dos diagramas de Bode ou nos planos de Nyquist (gráficos 
polares) e de Nichols. Admite-se também familiaridade com os conceitos de Mar- 
gens de Ganho e de Fase, assim como com suas visualizações nas representações 
mencionadas. 

O uso do plano de Nichols apresenta algumas vantagens em relação ao uso 
dos diagramas de Bode. Em primeiro lugar, apenas uma curva parametrizada 
na frequência é utilizada no plano de Nichols, enquanto duas curvas (de ganho e 
fase) são necessárias nos diagramas de Bode. Adicionalmente, representando-se 
na Carta de Nichols a resposta em frequência de malha aberta, pode-se ler direta- 
mente a resposta em frequência do sistema em malha fechada com realimentação 
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unitária, o que não é possível com os diagramas de Bode. Por fim, como será 
visto adiante, a Carta de Nichols é a ferramenta ideal a ser utilizada pela técnica 
QFT para o projeto de sistemas de controle com grandes incertezas paramétricas 
(veja o Capítulo 7). 

Talvez a principal vantagem dos diagramas de Bode em relação à represen- 
tação no plano de Nichols seja a facilidade de construção das aproximações as- 
sintóticas. Nos planos de Nichols e de Nyquist, por outro lado, a construção 
do gráfico e a sua parametrização em função da frequência só podem ser feitas 
numericamente, ponto a ponto. 

Os diagramas de Bode e os gráficos de Nichols têm uma vantagem evidente 
em relação aos diagramas de Nyquist: a simplicidade de obter os gráficos de 
resposta em frequência de G(jw)K (jw) a partir dos gráficos individuais de G(jw) 
e de K(jw). Note que, tanto no plano de Nichols quanto no gráfico de Bode, os 
ganhos são medidos em escala logarítmica (dB) e, por isso, se somam. 


20 logio |G(jw) K(jw)| = 20 l0g16 |G(jw)| + 20 logio |K(jw)| (1.1) 


Obviamente, isso não ocorre nos gráficos de Nyquist, uma vez que 


IG Gw)K Gw)| = |C(jw) |K Gw). (1.2) 


Por outro lado, a operação com as fases é igualmente simples nos três casos, 
ja que 
/G(jw)K (jw) = /GGw) + /KGw). 


De maneira análoga, os valores das Margens de Ganho e de Fase podem 


ser lidos diretamente de gráficos de Bode ou de Nichols. Quando se trata de 
diagramas de Nyquist, a extração da Margem de Ganho requer o cálculo do 
inverso de um número real, enquanto a da Margem de Fase requer a medida de 
um ângulo. 

Por fim, conforme se verá mais adiante na Seção 7.3, na Carta de Nichols 
é possível avaliar de imediato a eventual existência de ressonâncias, juntamente 
com as frequências em que estas ocorrem. 


1.3.2 Ressonâncias 


Nesta seção, é analisada a relação entre a ocorrência de ressonâncias e a pro- 
ximidade entre o diagrama de Nyquist e o ponto crítico —1 + 70. Por essa razão, 
valores pequenos da Margem de Ganho e da Margem de Fase indicam a ocorrên- 
cia de ressonâncias. Para a verificação, considere o sistema com realimentação 
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unitária representado na forma de diagrama de blocos na Figura 1.5 e suposto 


= 
+ 


Figura 1.5 — Diagrama de blocos de um sistema com realimentação unitária. 


estável. 


e Margem de Ganho pequena 


A Margem de Ganho pode ser representada esquematicamente no diagrama 
de Nyquist conforme mostra a Figura 1.6. 


Im 


-1/MG 


Figura 1.6 — Margem de Ganho no diagrama de Nyquist. 


Designando por wy a frequência em que a fase de G(jw)K (jw) é —180° e por 
MG o valor da Margem de Ganho, é imediato que 


' . 1 
G(jwg)K (jwg) = TMG: (1.3) 
Então, para a função de transferência de malha fechada T (s) vale que 
: |G Gwg) K (jog) 
T(jw — L 
T) = EF Ga) Gw) 
1 

= = i 1.4 
|MG -1| ee 


Portanto, se a Margem de Ganho MG é pequena (MG ~ 1), tem-se a ocor- 


rência de uma ressonância em wy: 


|T'(jwg)| > 1. (1.5) 
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e Margem de Fase pequena 


Para o mesmo sistema da Figura 1.5, a Margem de Fase pode ser visualizada 
esquematicamente conforme a Figura 1.7. 


Figura 1.7 — Margem de Fase no diagrama de Nyquist. 


Denotando por we a frequência em que o ganho de G(ju)K(jw) é unitário 
(frequência de cruzamento do ganho — crossover frequency, em inglês), isto é, 


|G (jue) K (jwe) = 1 (1.6) 


e por MF o valor da Margem de Fase, é simples verificar geometricamente que 


|1 + G(jwe)K (jwe)| = 2 sen(MF/2). (1.7) 
Consequentemente, 
. IG (jwe).K (jwe)| 
T(jwe = E : 
IMG!) = TE G Gu) K Gwe) 
it 


2 sen(MF/2) a) 


Portanto, se a Margem de Fase MF é pequena (MF < 1), há uma ressonância 
em We: 
|T\(jwe)| > 1. (1.9) 


e Caso geral 
De maneira mais geral, para uma frequéncia qualquer w, tem-se que 
IG (jw). K Gw)| 


POO = T+ Ga) KGET = 
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Portanto, se o diagrama de Nyquist é próximo do ponto —1 + j0 na frequência w 
(veja a Figura 1.8), então ocorre uma ressonância, pois se |1 + G(jw)K(jw)| « 1 
então |G(jw)K(jw)| = 1 e, por consequência, 


|Z Gw)| > 1. (1.11) 


bei 
wW 
1+ G(jw)K(jw) 


Figura 1.8 — Diagrama de Nyquist com a frequência w destacada. 


Definição 1.1 — Margem de Módulo 
Define-se Margem de Módulo (MM) como sendo a minima distância do gráfico 
de Nyquist ao ponto crítico —1 + j0. A saber, 


MM = min|1 + GGjw)K (jw)|. (1.12) 


As ressonâncias, como se sabe, estão associadas à existência de polos pouco 
amortecidos, situados próximos do eixo imaginário. O que se viu acima é que, 
de maneira equivalente, as ressonâncias estão associadas à proximidade entre o 
diagrama de Nyquist e o ponto crítico —1 + j0. Sob qualquer um dos pontos 
de vista, é intuitivo que pequenas incertezas no modelo do sistema com resso- 
nância podem levá-lo à instabilidade: seja porque se visualize um par de polos 
deslocando-se para o semiplano direito, seja porque se visualize o diagrama de 


Nyquist mudando o número de envolvimentos do ponto crítico. 


1.3.3 Diagrama de blocos canônico 


A Figura 1.9 mostra o diagrama de blocos canônico de um sistema de controle 
em malha fechada com realimentação unitária que será considerado neste texto. 
A presença do bloco F, denominado pré-filtro, será discutida mais adiante, na 
Seção 1.3.5. 
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d(s) 
+ 
AS) ra HO Eis n 40) 
+ 


+ 
+ n(s) 


Figura 1.9 — Diagrama de blocos canônico para realimentação unitária. 


Nesse diagrama, G(s), K(s) e F(s) representam, respectivamente, as funções 
de transferência da planta!, do controlador e do pré-filtro. Definindo 


L(s) = G(s)K(s), (1.13) 
e] g a “1 se peu 
S(8) = TF SOR -3 THF ae 
do diagrama de blocos ounônico resulta de imediato que 
He = F(s); aR = F(s)T(s), (1.16) 
se)" ale) = Te csr (147) 
ue EE SOR = Se), pe 
=- E e Ke) Rasare (1.19) 


Com base nas definições anteriores, é oportuno exprimir os sinais de saída 
y(s) e de entrada u(s) da planta em função dos sinais externos à malha r(s), d(s) 
e n(s). 


y(s) = T(s)r(s) + S(s)d(s) — T(s)n(s) | (1.20) 


'Na prática, é usual considerar o atuador como parte da planta. 
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u(s) = K(s)S(s)r(s) — K(s)S(s)d(s) — K(s)S(s)n(s). (1.21) 


Essas duas equações estão entre as mais importantes deste texto, pois, de uma 
observação mais atenta delas, é possível deduzir algumas diretrizes fundamentais 
para o projeto do controlador K (s). 


Definição 1.2 — Função de transferência de malha 
A função de transferência L(s) (equação 1.13) é chamada de função de trans- 
ferência de malha (loop transfer function ). 


Definição 1.3 — Sensibilidade 
A função de transferência S(s) (equação 1.15) é chamada de sensibilidade. 


e Nota 1.2 — O porquê da denominação “sensibilidade” 
Para entender a denominação sensibilidade, considere o sistema representado na 
Figura 1.5 e admita que o sinal de referência seja r e que o sinal de saída seja 


y. Obviamente, 
GK 


En 
Admita que a planta G sofra uma variação e passe a G + AG. Em correspon- 


y 


dência, a saída y passará a y + Ay. Uma medida adequada da sensibilidade da 


saída a variações na planta é 


Ay/y 
Aja! 


Se a AG é suficientemente pequena, pode-se aproximar 


Ay/y _ Oy G 
AG/G dG y’ 


de onde resulta que 
Ay/y 1 
AG/G 14+GK 


Ou seja, S mede a sensibilidade da saída com respeito a variações na planta. 


5. 


A sensibilidade também está diretamente ligada ao erro estacionário para 
entrada degrau. 
Seja 


e seja ess O valor do erro estacionário. Do Teorema do Valor Final resulta de 
imediato a propriedade a seguir: 
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Propriedade 1.1 
Ess = S(0) (1.22) 


Note que as funções S(s) e T(s), sendo esta última definida pela equação 1.14, 
são tais que para elas vale a seguinte propriedade: 


Propriedade 1.2 
S()+T(s)=1 (1.23) 


Como consequência dessa identidade, tem-se a definição a seguir: 


Definição 1.4 — Sensibilidade complementar 
A função de transferência T(s) (equação 1.14) é chamada de sensibilidade 
complementar. 


# 


Definição 1.5 — Diferença de retorno A função de transferência 1+ G(s)K(s) é 
chamada de função de transferência diferença de retorno. 


Note que a função de transferência diferença de retorno é o inverso da sensi- 
bilidade. Sendo assim, o valor da Margem de Módulo (veja equação 1.12) é igual 
ao valor mínimo do ganho da função de transferência diferença de retorno ou (o 
que é o mesmo) igual ao inverso do valor máximo do ganho da sensibilidade. Em 
outras palavras, o inverso da sensibilidade máxima é uma medida da proximidade 
entre o gráfico de Nyquist de G(jw)K (jw) e o ponto —1 + j0. 


e Nota 1.3 — Teorema de Bode da Integral da Sensibilidade 
Neste ponto é oportuno lembrar que, em sua forma estendida, o Teorema de 
Bode da Integral da Sensibilidade assegura que o valor máximo do módulo da 


a 


sensibilidade é maior do que 1 em grande parte dos sistemas de controle (veja 


[Skogestad and Postlethwaite, 2005] para maiores detalhes). Sendo assim, nesses 
casos a Margem de Módulo é menor do que 1. 


1.3.4 Análise qualitativa preliminar do desempenho 


A principal consequência da propriedade 1.2 é a seguinte: 


Propriedade 1.3 Para qualquer frequência w, as funções |S(jw)| e |T(jw)| não 
podem ser pequenas simultaneamente. 
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Da identidade 1.23 e da Desigualdade Triangular 
1 =| SGw) + T(jw) |<| S(Gw) | + | TG) |, (1.24) 


observe de imediato que é impossível |S(jw)| < 1 e |T(jw)| < 1 simultaneamente. 

De maneira alternativa, essa propriedade pode ser visualizada geometrica- 
mente. Para isso, considere a equação 1.23, que, para s = jw, pode ser ilustrada 
pela Figura 1.10. Portanto, fica evidente que S(jw) e T(jw) nao podem ser 
simultaneamente pequenas, pois devem ter 1 por soma. 


Alm 


S(jw) 


Figura 1.10 — Ilustração da relação entre S(jw) e T(jw). 


Como se verá adiante, isto terá importantes implicações, estabelecendo com- 
promissos de projeto. 


e Ganho de Malha Aberta pequeno 
Note que se, para certa frequência w, o Ganho de Malha Aberta é pequeno, 


isto é, 
IGGw) K (jw)| < 1, (1.25) 
entao 
T(jw) = Gjw)K (jw) (1.26) 
e, portanto, 
IT (jw)| <1. (1.27) 


Assim, se o Ganho de Malha Aberta é pequeno, o valor da resposta em 
frequência de malha aberta praticamente se confunde com o valor de malha fe- 
chada. Além disso, 


S(jw) = 1. (1.28) 
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e Ganho de Malha Aberta grande 
Por outro lado, se em uma certa frequência w, o Ganho de Malha Aberta é 


grande, isto é, 


IG(jw)K(jw)| > 1, (1.29) 
entao 1 
S(jw) = CODE) (1.30) 
Portanto, 
|S(jw)| <1 (1.31) 
T(jw) = 1. (1.32) 


Observando a equação 1.20, é possível perceber, de forma intuitiva, algumas 


características do Ganho de Malha necessárias para o desempenho do sistema em 


malha fechada, a saber: 


Acompanhamento do sinal de referência 


Admita que se deseje que o sinal de saída acompanhe o sinal de referência 
r(jw) em uma dada região de frequências de interesse (normalmente em 
baixas frequências). A equação 1.20 mostra que, para isso, T(jw) deve ser 
próximo de 1 nessa região, o que ocorre quando o Ganho de Malha Aberta 
é grande. Portanto, a sensibilidade é pequena. 


Atenuação das perturbações externas 


Para atenuar os efeitos da perturbação externa d(jw) sobre a saída y(jw), 
S(jw) deve ser pequeno na faixa de frequências em que a energia da pertur- 
bação é mais significativa. Isto normalmente ocorre em baixas frequências. 
Note novamente que, se o Ganho de Malha é grande, a sensibilidade é pe- 
quena. 


Atenuação do erro de medida 


Para que o efeito do erro de medida n(jw) sobre a saída y(jw) seja pequeno, 
T(jw) deve ser pequeno na região de frequências em que o erro de medida 
tem maior energia. Felizmente, os erros mais significativos introduzidos pe- 
los sensores são de alta frequência, de maneira que é possível que a banda de 
T(s) seja suficientemente larga para permitir boas características de acom- 
panhamento do sinal de referência e de rejeição de perturbação. Observe 


Introdução 37 


que, se o Ganho de Malha é pequeno, a sensibilidade complementar também 
o é, enquanto a sensibilidade é próxima de 1. 


Com base nessa análise qualitativa preliminar, uma conclusão a que se chega 
neste ponto é a necessidade lidar com compromissos no projeto. Por exemplo, se 
por um lado valores pequenos de S(jw) (ou, equivalentemente, valores de T(jw) 
próximos de 1) são necessários para atenuar os efeitos das perturbações externas 
sobre a saída e para acompanhar o sinal de referência, por outro lado valores 
de S(jw) próximos de 1 (ou, equivalentemente, valores pequenos de T(jw)) são 
necessários para atenuar os efeitos do erro de medida sobre a saída. Felizmente, 
na prática, as perturbações e os sinais de referência têm maior energia em baixas 
frequências, enquanto os erros de medida a têm em altas, de maneira que é possível 
atender às exigências de projeto. 

Em poucas palavras, o problema de projeto que será tratado neste texto se 
resumirá em determinar K(s) (e, eventualmente, F(s)) de maneira a garantir a 
estabilidade do sistema e a atender a especificações de desempenho. 


e Nota 1.4 — Margens de estabilidade e sensibilidade 
Nesta nota, são estabelecidos limitantes inferiores para os valores das margens 
de estabilidade com base na sensibilidade [Sidi, 2001], que podem ser úteis no 
contexto do Controle Ho, onde, conforme se verá adiante no Capítulo 8, a função 
sensibilidade desempenha papel central para exprimir as condições de projeto. 
Por simplicidade, como é usual, admita que 


MG>1. 


Da equação 1.3 e da definição de sensibilidade (equação 1.15), tem-se que 


1 1 
=]-==. 1. 
SQup ' MG aaa 


De início, note que desta equação decorre que 


Sws) > 1 


2Quando MG < 1, pode-se mostrar que 


Smas 


MGS aa 
‘maz +1 


o que nao é de grande utilidade para fins de projeto, porque normalmente se deseja garantir que 
MG seja maior do que um dado valor. 
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como consequência da hipótese de que MG > 1. Além disso, para números reais, 
vale a desigualdade 
Sws) > Sws). 


Seja Smar 0 valor máximo de |S(jw)| para w E R*, ou seja, 
Eita = [5130] Vw € Rt. (1.34) 


Então, 


Sinais = |S(jw)| > S(jws) 1 


e, portanto, 
1 1 1 


a =i = we 
Smar ~ |S(jws)| ~ Sws) 
Da equação 1.33 resulta então que 


1 1 
Zi 
Smar MG 


da qual se conclui de imediato que 


MG> Omar (1.35) 


maa — 1 


Quanto à margem de fase, das equações 1.7 e 1.15 tem-se 
1 
|S(jwe)|’ 


a qual, em vista da equação 1.34, permite concluir de imediato que 


2sen(MF/2) = 


sen(MF/2) > (1.36) 


2 Simas 


As desigualdades 1.35 e 1.36 representam relações entre a sensibilidade má- 
zima e os valores das margens de estabilidade. 

Cabe lembrar, contudo, que as Margens de Ganho e Fase são medidas rudi- 
mentares de robustez da estabilidade que, como se sabe, podem não ser adequadas 
em certos casos — por exemplo, quando a mínima distância do diagrama de Ny- 
quist ao ponto crítico é pequena, embora as Margens de Ganho e Fase não o sejam. 
Neste sentido, a Margem de Módulo parece ser um indicador mais apropriado, 


uma vez que a definição 1.1 (veja equação 1.12) mostra que 


MM = (1.37) 


Dread 
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1.3.5 Graus de liberdade de um sistema de controle 


Considere novamente o sistema representado na Figura 1.9. 


Definição 1.6 — Sistema de controle com dois graus de liberdade 
A presença do bloco F na Figura 1.9 caracteriza o sistema como sendo de 
dois graus de liberdade. 


Definição 1.7 — Sistema de controle com um grau de liberdade 
Quando o bloco F está ausente na Figura 1.9, o sistema é dito de um grau de 
liberdade. 


A introdução do pré-filtro na entrada da malha de controle normalmente é 
decorrente da necessidade de o sistema em malha fechada apresentar uma saída 
temporal desejada em resposta a um sinal de referência. 

Neste ponto, é importante lembrar que existe uma relação aproximada en- 
tre a resposta em frequência de uma dada função de transferência e sua res- 
posta temporal. Deve lembrar-se, por exemplo, das respostas a degrau de sis- 
temas de segunda ordem e das suas respectivas respostas em frequência. Inver- 
samente, isso significa que a escolha adequada da resposta em frequência pode 
permitir que se obtenha uma resposta temporal desejada. Veja, por exemplo, 
[Houpis and Rasmussen, 1999] para maiores detalhes. 

Para exemplificar com um caso clássico, admita que o sistema da Figura 1.9 
represente um sistema de controle de voo de um avião. Neste caso, normalmente 
o controlador K (s) é projetado de forma a atender a especificações de rejeição de 
perturbação, erro estacionário, margens de estabilidade etc. Com isso, a função de 
transferência T(s) obtida pode não estar em conformidade com o comportamento 
em malha fechada desejado pelo piloto. 

Entretanto, como neste sistema o pré-filtro F(s) pode ser implementado fisi- 
camente, então F(jw) pode ser utilizado pelo projetista de maneira a produzir 
a relação y(jw)/rr(jw) conforme desejado pelo piloto. O pré-filtro F(s) provê 
o sistema de um segundo grau de liberdade já que, usando K(s) e F(s), a fun- 
ção de transferência y(s)/rp(s) e uma das funções de transferência das equações 
1.17-1.19 podem ser especificadas e realizadas independentemente. 

Diferentemente do exemplo anterior, admita que o pré-filtro não possa ser 
implementado fisicamente. Nesse caso, há apenas um grau de liberdade, ou seja, 
apenas uma das funções de transferência das equações 1.17-1.19 pode ser especi- 
ficada e realizada independentemente. 
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Esta situação ocorre, por exemplo, em um sistema de rastreamento por radar, 
em que: a entrada r(t) é a cinemática de movimento de um corpo que se desloca no 
espaço e que, em geral, não é medida (ou, em outros termos, que pode ter um alto 
custo de medida); y(t) é a posição da antena; e e(t) é o erro de apontamento da 
antena em relação ao objeto no sistema de referência da antena. Neste caso, como 
apenas o erro e(t) é medido, somente K(s) pode ser implementado e utilizado 
com a finalidade de projeto, ou seja, apenas K (s) pode ser usada para manipular 
T (es). 


Capitulo 2 


Estabilidade e desempenho 
nominais 


2.1 Introdução 


Neste capítulo, para começar o estudo do problema de projeto robusto, serão 
discutidas as questões da estabilidade e do desempenho do sistema de controle 
supondo que o modelo da planta esteja livre de erros. Em outras palavras, se- 
rão tratados os problemas de estabilidade e desempenho do sistema de controle 
em malha fechada considerando apenas o modelo nominal da planta — também 
chamado de modelo de projeto. 

No que diz respeito à estabilidade, será considerada a questão da estabilidade 
interna. O desempenho será estudado com referência às seguintes características: 


e acompanhamento do sinal de referência, 

e rejeição de perturbação, 

e rejeição do erro de medida, 

e limitação do esforço de controle, 

e compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada e 
e erro estacionário para sinais usuais. 


O sistema considerado neste capítulo está representado em diagrama de blocos 
na Figura 2.1. Note que G(s) representa o modelo nominal da planta. 

O problema de projeto é encontrar um compensador K(s) de forma que y 
acompanhe r com uma precisão preestabelecida e com um esforço de controle 
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d(s) 
+ 


Figura 2.1 — Diagrama de blocos do sistema de controle nominal. 


“razoável”, a despeito das presenças das perturbações d e d; e do erro de medida 
n. Apesar de d; sempre poder ser refletido na saída da planta, nesse caso ele é 
incluído no diagrama de blocos por ser importante para a estabilidade interna, 
como se verá a seguir. 

Como o sistema é linear, vale o princípio da superposição, o que permite 
considerar um sinal externo por vez agindo na malha de controle. É assim que 
será feito adiante. 

As condições de projeto, quando escritas como desigualdades envolvendo o 
ganho da função de transferência de malha G(s)K(s) (loop transfer function), 
são apropriadas para a abordagem denominada loop shaping. 


Definição 2.1 — Loop shaping 


O processo de definição de K(s) de forma que o Ganho de Malha |G(jw)K (jw)| 
satisfaça às restrições de projeto é denominado loop shaping. 


Está incluída nesse caso a técnica QFT. 


Para a técnica Hæ, as condições são expressas por meio de restrições envol- 
vendo |S(jw)|, |T(jw)| e |K (jw)S(jw)|. 


2.2 Estabilidade nominal 


Considere os sistemas lineares invariantes no tempo descritos por funções de 
transferência na forma de funções racionais. 


Estabilidade e desempenho nominais 43 


Definição 2.2 — Estabilidade assintótica de uma função de transferência 
Uma função de transferência é assintoticamente estável! se, e apenas se, todos 
os seus polos se situarem no semiplano esquerdo aberto do plano complexo. 


Está excluído, portanto, o eixo imaginário, o que significa que sistemas com 
polos sobre o eixo imaginário não são assintoticamente estáveis. 

Como se sabe, esta definição é equivalente à da estabilidade BIBO (Bounded- 
Input Bounded-Output), em que as entradas limitadas correspondem às saídas 
também limitadas. 

A estabilidade interna é definida com base no diagrama de blocos da Figura 
2.1, considerando as doze funções de transferência que relacionam as quatro en- 
tradas do sistema (isto é, rp(s), di(s), d(s) e n(s)) às duas saídas internas (e(s) 
e u(s)) e à saída externa (y(s)). 


Definição 2.3 — Estabilidade interna de um sistema em malha fechada 


O sistema é internamente estável se, e apenas se, as funções de transferência 
referidas no parágrafo anterior são assintoticamente estáveis. 


Um teorema importante, que permite verificar se um sistema é internamente 
estável, é o enunciado a seguir [Sidi, 2001]. 


Teorema 2.1 — Estabilidade interna de um sistema em malha fechada 


Supondo que F(s) seja estável, o sistema representado na Figura 2.1 é inter- 
namente estável se, e apenas se, as duas condições a seguir se verificam: 
i) a função de transferência de malha fechada T(s) é estável; 
ii) não há cancelamento entre polos e zeros de G(s) e de K(s) no semiplano 
direito fechado. 


Erroneamente, é comum pensar que o problema do cancelamento no semiplano 
direito está no fato de que, na prática, nunca é possível ter o cancelamento exato 
entre polo e zero. (Como se entende do teorema, a estabilidade interna seria 
perdida mesmo que o cancelamento fosse exato! 


‘Neste texto, será usada simplificadamente a designação “estável” para indicar a estabilidade 
assintótica. 
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Exemplo 2.1 Para ilustrar o significado deste teorema, considere-se o exemplo 


em que 
1 
G(s) = = 
()=5 
e 
s 
K (s) = —, 
(s) s+1 
para o qual há o cancelamento entre o zero na origem de K(s) e o polo na origem 
de G(s). 
É imediato verificar que a função de transferência entre r(s) ey(s) é 
i 
T(s) = =———_.,, 
(s) s?+s+1 


que é assintoticamente estável, porque seus polos têm parte real igual a —1/2. 
Por outro lado, a função de transferência entre di(s) e y(s) é 

y(s) _ eI 

di(s) _s(s? +s +1) 
que, além dos polos anteriores, tem também um polo na origem e, portanto, nao 
é assintoticamente estável. É simples verificar que, se um degrau é aplicado em 
d;(t), a saída y(t) se aproxima de uma rampa em regime estacionário; portanto, 
o sistema não é BIBO estável. 

Assim, por causa do cancelamento entre polo e zero na origem, o sistema não 

é internamente estável. 


2.3 Acompanhamento do sinal de referência 


Para o sistema representado na Figura 2.1, com r como único sinal de entrada, 
tem-se, em uma dada frequência w, 


— _ Gjw) K (jw) 
1+ GGw)K (Gu) 


y(jw) r(jw). (2.1) 


Admita que o sinal r(jw) tenha energia significativa em um conjunto Qy, 
tipicamente de baixas frequências, da forma 


Qr =(weR: w<u,}, (2.2) 
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em que w, é dado. Assim, grosso modo, o que se deseja é que y(jw) = r(jw) para 
w E O. 
Observando a equação 2.1, nota-se de imediato que isto pode ser obtido se 


IG Gw) K (jw)| = |L(jw)| > 1 (2.3) 


para w € Qr. Ou, tendo em vista a definição da sensibilidade na equação 1.15, se 


Sw) <1 (2.4) 


no mesmo conjunto de frequéncias. 

Em palavras pode-se dizer que y(jw) acompanhará r(jw) seo Ganho de Malha 
for suficientemente grande (equação 2.3) ou, de forma equivalente, se a sensibili- 
dade for suficientemente pequena (equação 2.4) para w E€ Qr. 

Para exprimir essas condições de forma quantitativa e precisa, admita que, 
para uma determinada frequência w € Q,, se deseje que a saída y(jw) acompanhe 
o sinal de referência r(jw) com um erro inferior a um valor ó,(w) (p(w) > 0), 
dado como especificação de projeto. Como o sistema é linear, é mais apropriado 
considerar uma medida de erro relativa e não absoluta?. Assim, escreve-se a 
especificação de acompanhamento do sinal de referência na forma 


le(jw)| 
Ir(jw)| 


E naturalmente querer que o acompanhamento se dê com pequeno erro, de 


zW) weni (2.5) 


maneira que, tipicamente, 


seji wem) (2.6) 


?Note que, se em um determinado problema, uma especificação absoluta é mais adequada 
le(jw)| < (w), 


para uma dada amplitude da entrada 


Ir(jw)| = A, 
entao basta tomar 8! (w) 
(Ww 

br (w) = A , 


de maneira que 
le(jw)| < Að, (w) 


e, portanto, 


lew) < Soo, 
Ir(jw)| 
recaindo assim no caso da equagao 2.5. 


46 Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos 


Com base no diagrama de blocos da Figura 2.1, a condição 2.5 pode ser escrita 
como 


| 
ea É to w E Qr). 2:7, 
Tr GGuyKGay St) (wet) lia 
Em termos da sensibilidade (veja equação 1.15), essa condição pode ser ex- 
pressa como 


[ISGo)<ó(w)<1 (ve M).] (Ha) (2.8) 


Em vista da equação 2.6, resulta da condição 2.7 a forma aproximada? 


1 
br (w) 


IG(jw)K (jw)| > > 1 (w E€ Q,).| (Loop shaping) (2.9) 


Deve-se observar que as condições 2.8 e 2.9 exprimem quantitativamente o 
que as equações 2.4 e 2.3, respectivamente, haviam estabelecido de maneira qua- 
litativa. Elas são as condições de acompanhamento do sinal de referência para o 
sistema nominal. 

Por fim, para completar esta seção, é oportuno notar que, das equações 1.23 
e 2.8, resulta que 


T(jw)~1 wem) (2.10) 


Essa condição era esperada, pois (veja equação 1.17) 


T (jw) = vee (2.11) 


“Uma forma não aproximada pode ser obtida notando que 
|1 + GGw)K (jw)| > |G(jw)K Gw)| — 1 


e admitindo que 
|G(jw)K (jw)| > 1 (w E Mr). 


Neste caso, uma condição suficiente para 2.7 é dada por 


s : ii 
[CGK Gw) -1> 5 


(w E€ Qr), 


ou seja, 


|G(jw) K (jw)| > 1+ Ho) 


Esta condição é mais geral do que 2.9, pois vale mesmo que não se tenha 6,(w) <1 (w E€ Qr), 


(w E Q,) 


o que não é muito comum. 
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Portanto, se y(jw) = r(jw), então T(jw) = 1. 


Exemplo 2.2 Considere o sistema representado na Figura 2.2 com 


Figura 2.2 — Diagrama de blocos do sistema. 


Sejam 
K(s) = 100 
e 
1 
St a 


Note que a frequência de canto é de! 1 rad/s e que o Ganho de Malha em 
baixas frequências é de 100 (ou seja, de 40 dB). Portanto, o erro de acompanha- 
mento do sinal de referência nessa região deve ser inferior a 1%. 

A referência r(t) foi calculada como um sinal dado pela soma de 20 compo- 
nentes senoidais com amplitudes e fases aleatórias nos intervalos [0, 1] e {0, 27], 
respectivamente, e com frequências uniformemente distribuídas em escala logarit- 
mica no intervalo [0,01 1]rad/s. A Figura 2.3 mostra o resultado da simulação do 
sistema. Observe que os gráficos de r(t) e de y(t) são praticamente indistinguíveis 
nessa escala. 

A Figura 2.4 contém os gráficos do erro de acompanhamento do sinal de 
referência e(t) e da função r(t)/100. Este último foi incluído para mostrar que, 
de fato, o erro é da ordem de 1% do sinal de referência. Deve-se salientar, 
contudo, que a condição de projeto garante apenas que o erro é menor do que 1% 
isoladamente para cada uma das componentes senoidais que fazem parte de r(t). 

Note também que, como o projeto é realizado apenas com vistas a garantir o 
desempenho em regime estacionário, os pontos iniciais da simulação — corres- 
pondentes ao período transitório — não foram exibidos na Figura 2.4. 


“Pressupõe-se que os polos sejam dados em s”! 


explicitada. 


, como é usual quando a unidade não é 
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0 f 4 4 4 4 1 4 L i 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
t(s) 


Figura 2.3 — Resultados da simulação - funções r(t) e y(t). 


0.09 ;>—+ - 1 : r r r r r 


naa >] 
r(t)/100 


Figura 2.4 — Resultados da simulação - funções e(t) e r(t)/100. 


Para ilustrar, a Figura 2.5 mostra os 90 ms iniciais da simulação. Como é 
possível observar, o erro atinge o regime estacionário após decorridos aproxima- 
damente 50 ms a partir do início, o que é coerente com a dinâmica do sistema 
em malha fechada, pois este tem uma constante de tempo em torno de 10 ms. 


2.4 Rejeição de perturbação 


As perturbações externas que agem sobre a malha de controle podem ser 
representadas como sinais adicionados à entrada ou à saída da planta, dependendo 
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e(t) 
= — - r(t)/100 


0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.0 0.06 0.07 0.08 0.09 
t(s) 


Figura 2.5 — Zoom - funções e(t) e r(t)/100. 


da conveniência em cada caso. Normalmente, a primeira representação é mais 
natural quando os sinais sao encarados como causas e, no segundo, como efeitos. 


Exemplo 2.3 Para exemplificar, considere o caso de um motor CC controlado pela 
armadura, cuja entrada é a tensão de armadura e cuja saída é a velocidade de 
rotação do eixo. Desprezando o atrito viscoso e levando em conta a existência de 
um torque de atrito Tr, no mancal, que pode ser encarado como uma perturbação 
externa, é apresentada uma representação esquemática do sistema na Figura 2.6. 


vt) i © (e 


Figura 2.6 — Representação esquemática do motor CC. 


O modelo do sistema é descrito pela equação 


Koky E 
E o E e = i; 2.12 
A US R07 Th, (2.12) 


em que w é a velocidade angular do eixo do motor, va é a tensão aplicada na 


Jw + 


armadura do motor, J é o momento de inércia do conjunto motor+carga, Ra é 
a resistência de armadura do motor, Kr é a constante de torque do motor e Ky 
é a sua constante de força contraeletromotriz induzida. 
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Definindo 


JRa 1 Ra 
= Ky = — Kı = 2.13 
"= iiy ° Ky ! Kr vaa 


a equação acima pode ser reescrita como 


TW +w = Ko(va = Kit). (2.14) 


Considerando as condições iniciais nulas e representando por Q(s), Va(s) e 
Tr(s), respectivamente, as transformadas de Laplace de w(t), va(t) e T(t), tem- 
se 


Ko 
Ts+1 


O(s) = 


que, na forma de diagrama de blocos, pode ser representada pela Figura 2.7. 


[Va(s) — KiTr(s)] (2.15) 


> O(s) 


Figura 2.7 — Diagrama de blocos do motor CC. 


Neste caso, o efeito do atrito surgiu, representado naturalmente como uma 
perturbação d;(s) na entrada da planta, na forma de uma tensão equivalente 
subtraída da tensão de armadura: 


di(s) = —K,T;(s). (2.16) 


Alternativamente, pode-se pensar que o efeito do atrito seja provocar uma 
redução na velocidade do eixo do motor. Neste caso, a perturbação deve ser 
representada na saída da planta por 


Ko 
Tst+1 


d(s) = -Kı Tr(s). (2.17) 


Note que, no primeiro caso, o efeito do atrito foi representado na entrada 
da planta como a causa da redução de velocidade do eixo, enquanto no segundo, 
como o próprio efeito sobre a saída do sistema. 
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De maneira geral, a representação da perturbação na entrada ou na saída 
da planta é apenas uma questão de conveniência, e, neste texto, por simplici- 
dade, optamos pela segunda forma. É oportuno observar que o efeito de uma 
perturbação na entrada da planta pode ser refletido na saída desta, representado 
por 


d(s) = G(s)di(s). (2.18) 


Assim, quando uma perturbação agindo na entrada da planta é representada 
na sua saída, ela é filtrada pela dinâmica da planta, sendo por isso de baixa 
frequência. 

Para o sistema da Figura 2.1, tem-se 


if 
1+ G(jw) K (jw) 


considerando que d seja o tinico sinal de entrada. 


y(jw) = d(jw), (2.19) 


Seja Q4 o conjunto de frequências onde se situa a parte mais significativa da 
energia da perturbação d. Tipicamente as perturbações que se deseja rejeitar são 
de baixa frequência, o que faz com que o conjunto Qq seja, em geral, do tipo 


y= {w ER: w< wa}, (2.20) 


em que wg é conhecido. 
De maneira não rigorosa, deseja-se que |y(jw)| seja pequeno para w E Qa. 
Tendo em vista a equação 2.19, é imediato notar que pode ser obtido se 


|GGw) K (jw)| = |L(jw)| > 1 (2.21) 


para w € Qq, ou, de outra forma, considerando a definição da sensibilidade da 
equação 1.15, se 


IS(gw)| <1 (2.22) 


no mesmo conjunto de frequências. 

Em outras palavras, tem-se que a saída y(jw) será pequena se o Ganho de 
Malha for suficientemente grande (equação 2.21) ou, de forma equivalente, se a 
sensibilidade for suficientemente pequena (equação 2.22) para w € Qa. 

Para exprimir essas condições quantitativamente, admita que se deseje que 


< da(w) (w € Oa), (2.23) 
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em que 6q(w) é uma função definida em Qa, alw) > 0, supostamente dada como 
parte das especificações de projeto. 

É usual que se especifique que a rejeição de perturbação se dê com pequeno 
erro, de maneira que, tipicamente, 


da(jw) <1 (w € Qa). (2.24) 


Com base no diagrama de blocos da Figura 2.1, a condição 2.23 pode ser 
escrita como 


1 
TF GGw)KGw A) WE Va, (2.25) 


ou, em termos da sensibilidade (veja equação 1.15), 


|S(jw)| < da(w) <1 (w E€ Qa).| (Ho) (2.26) 
Considerando a equação 2.24, a condição 2.25 pode ser reescrita na forma 
aproximada 
1 
IG(jw)K(jw)| > Ri 21 (w E€ Qg).| (Loop Shaping) (2.27) 
d 


Assim, as condições 2.26 e 2.27 são as expressões quantitativas das equações 
2.22 e 2.21, respectivamente. Elas representam as condições de rejeição de pertur- 
bação para o sistema nominal, no caso em que as perturbações são representadas 
na saída da planta. 


Exemplo 2.4 Considere novamente o sistema representado na Figura 2.8, mas 
agora com 


Figura 2.8 — Diagrama de blocos do sistema. 
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Da mesma forma que no exemplo já visto, sejam 


K(s) = 100 
° I 
ae stl 


Relembre que a frequência de canto é de 1 rad/s e que o Ganho de Malha em 
baixas frequências é de 100 (ou seja, de 40 dB). Portanto, o nível de rejeição da 
perturbação nessa região deve ser inferior a 1%. 

A perturbação d(t) é um sinal contendo componentes senoidais de frequências 
até 1 rad/s. Na Figura 2.9, são apresentados os gráficos da saída y(t) e da função 
d(t)/100 obtidos por simulação, sendo que este último foi incluído para mostrar 
que, conforme esperado, a saída é de fato da ordem de 1% da perturbação. 

Como o projeto é realizado apenas para garantir o desempenho em regime 
estacionário, os pontos iniciais da simulação (transitório) não foram exibidos na 
Figura 2.9. 


y(t) 
0.11 F \ ———d(t)/100] 7 


0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
t(s) 


Figura 2.9 — Resultados da simulação - funções y(t) e d(t)/100. 


e Nota 2.1 — Rejeição de perturbação na entrada da planta 


Para completar a análise, considere a condição de rejeição da perturbação quando esta é 
representada na entrada da planta. Neste caso, a partir da Figura 2.1, tem-se 


yw) _ G(jw) 
di(jw) 1+ G(jw)K (jw) 


(2.28) 
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Admita que se deseje que 


lyGw)| 


Tata ~ ode) 


|di(jw)| 


Da equação 2.28 resulta, portanto, que 


i + GGw)KGa)| É 


(w € Qa). 


em que 
/ o ôa (w) 
HO) = Ew 
Ou seja, 
[ISG < aw) WE Ma). 


(Hoo) 


De maneira andloga ao que foi feito anteriormente e supondo que 


alw) <1 


(w e Ca), 


(2.29) 


(2.30) 


(2.31) 


(2.32) 


obtém-se a condição de rejeição de perturbação para o caso em que estas são representadas na 


entrada da planta como 


da(w) 


EE Gols = 1 


(w E Qa). 


Alguns pontos devem ser observados a respeito da forma desta condição: 


(Loop Shaping) 


(2.33) 


e é conveniente tê-la escrita desta maneira, pois, de forma semelhante às condições de 


acompanhamento do sinal de referência e de rejeição de perturbação na saída da planta, 


ela está expressa como uma restrição sobre o ganho da função de transferência de malha 


GK do sistema e, portanto, apropriada para o projeto via loop shaping; 


e uma vez que da(w) é dada, 64(w) = da(w)/|G(jw)| também é conhecida como função de 
w, já que a função de transferência da planta G o é conhecida; 


e as condições 2.27 e 2.33 são coerentes com a equação 2.18, a saber, d(s) = G(s)di(s); 


e por fim, a diferença entre considerar a perturbação representada na saída ou na entrada 


da planta se resume a utilizar da(w) ou ô4(w) nas condições 2.27 ou 2.33, respectivamente. 


Por isso, neste texto optou-se por considerar as perturbações representadas na saída da 


planta. 


2.5 Rejeição do erro de medida 


Nesta seção, primeiramente será deduzida a condição de rejeição do erro de 


medida e, em seguida, com base na dinâmica do sensor, será discutida a questão 


de como determinar o conjunto onde o erro de medida é mais significativo. 
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2.5.1 Condição de rejeição do erro de medida 


Considere a contribuição de n(jw) para y(jw) 
CUMK(jw) 
[E É 2.34 
T+ GGu)K Guy" ™ aas 


Seja Qn o conjunto de frequências onde a energia de n(jw) é mais significativa. 


y(jw) = 


Em geral, Qn é do tipo 


Qn = {w ER: w > wn} (2.35) 


para wn dado, pois os sensores normalmente introduzem erros de medida em altas 
frequências. 

Admita a função ôn (w), w € Qn, que define quantitativamente a especificação 
de projeto de rejeição do erro de medida na forma 


lyGw)| , = 
eGo Sone) (ue) (2.36) 
Tipicamente, 
bn(w) <1 (w E Mn). (2.37) 


Das equações 2.34 e 2.36, é imediato que a condição de rejeição do erro de 
medida seja dada por 


|T(jw)| < ôn(w) (wE Nn) | (Hæ) (2.38) 


Já que, para o projeto via loop shaping, as condições de acompanhamento 
da referência e de rejeição de perturbação também foram escritas em termos do 
Ganho de Malha, é interessante tentar fazer o mesmo aqui. Assim, tendo em 
vista a definição de T (s) (veja a equação 1.14), a condição 2.38 também pode ser 
expressa por 


RT 1 
: : = >1 w E Qr), 2.39 
GGK Gu) |= Tolo) dia Ra 
que pode ser reescrita como 

curto t]2 mo) >! (w E Qn) (2.40) 

G(jw)K (jw) ~ dn(w) gi l 

Ou, de maneira aproximada, 
1 1 
>1 (w E Qn), (2.41) 
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que é o mesmo que 


IG(ju)K(jw)| < ôn(w) <1 (w E€ Qn).| (Loop Shaping) (2.42) 


Esta é uma forma aproximada da condição de rejeição do erro de medida para 
o sistema nominal. Em outras palavras, ela mostra que o Ganho de Malha deve 
ser pequeno na região de frequências em que o erro de medida é significativo. 
Em vista das equações 2.37 e 2.38, 


IT(jw)| <1, (2.43) 


para w E€ Qn, e, portanto, 


S(jw) = 1. (2.44) 


Ou seja, na região Qn, o Ganho da Malha Fechada deve ser pequeno (e, por- 
tanto, o Ganho de Malha deve ser pequeno) ou, equivalentemente, a sensibilidade 
deve ser próxima de 1. 


Exemplo 2.5 Considere o sistema representado na Figura 2.10. 


+ 
xis) LS ag L_ _#9) 
CF als) 
+ 


Figura 2.10 — Diagrama de blocos do sistema. 


Da mesma forma que a anterior, sejam 


K(s) = 100 
e 
1 
a s+1 


O erro de medida n(t) é um sinal contendo componentes senoidais de frequên- 
cias entre 10° e 10º rad/s, além de um ruído gaussiano de 25% da amplitude da 
senoide correspondente e, portanto, pelo menos 3 décadas acima da frequência de 
canto, que é de 1 rad/s. Assim, para frequências acima de 10° rad/s, o Ganho de 
Malha é inferior a -20 dB e, consequentemente, o efeito do erro de medida sobre 
a saída sofre uma atenuação superior a 10%. 
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5 1 4 1 1 1 1 1 4 1 1 
0 0.1 02 03 04 05 06 O7 08 09 1 
t(s) 


Figura 2.11 — Resultados da simulação - funções n(t) e y(t). 


Na Figura 2.11 são apresentados os gráficos de n(t) e y(t) resultantes de 
simulação. 


Para melhor ilustrar, a Figura 2.12 apresenta os gráficos de 10% do erro de 
medida (isto é, de n(t)/10) e da função y(t). Como a constante de tempo do 
sistema em malha fechada é de aproximadamente 0.01 s, a saída já se encontra 
em regime estacionário após 0.05 s. Daí para a frente, sua intensidade é inferior 
a 10% do erro de medida, como esperado. 


n(t)/10 
y(t) 


A 1 1 4 1 1 1 i 1 3 
0 0.1 02 #03 04 05 06 O7 08 09 1 
t(s) 


Figura 2.12 — Resultados da simulação - funções n(t)/10 e y(t). 
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2.5.2 O conjunto Q, 


2 


O erro de medida é composto basicamente de duas parcelas: a primeira, 
deterministica, é introduzida pela dinâmica do sensor; e a segunda, aleatória, é 
um ruído, normalmente de natureza elétrica. 

A determinação da região de frequências em que o ruído é significativo requer 
a realização de uma análise espectral do sinal de saída do sensor. 

A região em que a dinâmica do sensor introduz erros de medida relevantes 
pode ser obtida da forma discutida a seguir. Para isto, seja H(s) a função de 
transferência do sensor e seja Ym(s) o sinal indicado por ele quando a entrada é 
y(s). Deixando de lado o ruído de medida aleatório, a representação do erro de 
medida (veja a Figura 2.1) por meio do sinal n(s) adicionado a y(s) significa que 
(veja a Figura 2.13) 


Ym(jw) = H(jw)y(jw) = yGw) + n(jw) (2.45) 
e, portanto, 
n(jw) = [H (jw) — ljyGw). (2.46) 
yljo) yljo) 


Figura 2.13 — Representação do erro de medida por meio do sinal n(s). 
Note que: 


i) em baixas frequéncias, normalmente o sensor introduz erros pequenos na me- 
dida, de maneira que 


H(jw) ~1 (2.47) 


e, portanto, 


In(jw)| < |yGw)|; (2.48) 
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ii) em altas frequências, o sensor atenua fortemente os sinais, ou seja, 


IH(jw)| «1 (2.49) 


e, portanto, conforme a equação 2.46, 
n(jw) = —y(jw), (2.50) 
o que significa que 


Ym(jw) = 0; (2.51) 

iii) em frequências “intermediárias”, não cabe aproximação, de forma que vale a 
equação 2.46. 

Admita que M, 0 < M < 1, seja um valor dado como tolerância para a 


magnitude do erro de medida (Figura 2.14). 


^ H(jo) — 1] (dB) 


O 
Nat «1 


N Hio =1 


Figura 2.14 — Representação típica de |H (jw) — 1|. 


As considerações anteriores sugerem que a frequência wn seja definida como 
aquela em que 


In(jw)| 


WoA = ese 


para w > wn, isto é (veja as equações 2.46 e 2.52), 


||H (jw) — 1| > M. (2.53) 
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Exemplo 2.6 - Acelerômetro 


A Figura 2.15 é uma representação esquemática de um acelerômetro. 


Figura 2.15 — Representação esquemática de um acelerômetro. 


Suponha que a carcaça, destacada pela área hachurada, seja submetida a uma 
aceleração 
a(t) = z(t): 


Como consequência, a massa m, presa à carcaça por meio de uma mola de 
constante elástica k, sofre um deslocamento d em relação à sua posição original 
de repouso, a qual é denotada por d. A ideia é medir a aceleração da carcaça 
indiretamente por meio da medida do deslocamento da massa em relação a ela. 

Considerando a existência de atrito viscoso linear com coeficiente f entre a 
massa m e a carcaça, a segunda Lei de Newton permite escrever que 


mS a(t — d(t) — d| = fd(t) + kd(t). (2.54) 


Designando por 
k 
mit) = — alt 
am(t) = akt) 


a aceleração medida, a equação 2.54 permite escrever de imediato que 
k ” f k 
mt) = äm (t) + ma mt) + ma omit): 


Daí resulta a função de transferência do sensor 


— ms) + wa (2.55) 


H 
(s) a(s) 8? + 2fwas + w2’ 
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em que 


Nota-se de imediato que, para 
w KG wa, 


da equação 2.55 resulta que 


H(jw) = 1. 


Portanto, 
Am (jw) = a(jw), 


ou seja, para frequências suficientemente baixas, a aceleração medida é pratica- 
mente igual à aceleração imposta à carcaça do acelerômetro. 

Para determinar a região de operação do sensor associada a um dado valor 
de M >0, note que a equação 2.53 se escreve neste caso como 


w2 


$e. =i SS mM, 
—w2 + j2Ewaw + w2 di 


que pode ser reescrita na forma de uma inequação biquadrada como 
(1 — Mw! + [482w2(1 — M?) + 2Mw2Jw? — M?w > 0. 
A solução desta inequagao define o conjunto Qn. 


e Nota 2.2 

Este exemplo é mais de cunho conceitual do que prático, pois é pouco provável 
que, em dada aplicação, o projetista de controle disponha do modelo matemático 
do sensor para avaliar sua faixa de operação. Normalmente, esta informação é 
fornecida pelo fabricante. 

O exemplo talvez seja mais útil do ponto de vista do projetista do sensor, que 
deve escolher seus parâmetros para que ele possa ser utilizado em uma certa classe 
de aplicações, o que pode incluir sua faixa de operação. 
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2.6 Limitação do esforço de controle 


No desenvolvimento do projeto de um sistema de controle, sempre é impor- 
tante analisar o esforço de controle — inclusive por meio de simulações — para 
evitar saturações dos atuadores. 

Para o diagrama de blocos da Figura 2.1, tem-se que 


K(jw) 
14+ G(jw)K(jw 


uljw) = [r(jw) — d(jw) — n(jw)). (2.56) 


e Baixas frequéncias 


Em baixas frequências, isto é, para w € Q, U Q4, o acompanhamento do sinal 
de referência e a rejeição de perturbação requerem que o Ganho de Malha seja 


tal que 
|G(jw)K(jw)| > 1 (2.57) 
e, portanto, 
1+ G(jw)K (jw) = G(jw)K (jw). (2.58) 
Consequentemente, 
ulju) = Teo raw) — algu) (2.59) 


já que, para w € Q, U Q4, o erro de medida n(jw) não deve ser significativo. 
Essa equação mostra alguns fatos importantes: 


e em primeiro lugar, nota-se que o sinal de controle não depende do contro- 
lador K, mas apenas da planta G, o que significa que não há nada que o 
projetista possa fazer para alterá-lo, caso seja necessário; além disso, se o 
ganho da planta é pequeno (isto é, se |G(jw)| < 1), então há uma grande 
amplificação do sinal de controle para acompanhar a referência e para re- 
jeitar as perturbações; 


e o segundo fato indica que, ao se exigir que um sistema de controle acom- 
panhe referências ou rejeite perturbações em uma região de frequências em 
que a planta naturalmente apresenta ganhos baixos, o preço que se paga é 
um elevado esforço de controle. Esta conclusão é de extrema importância, 
pois, com base na própria dinâmica da planta a controlar, pode-se verificar 
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se as faixas de frequência (conjuntos Q, e 24) são razoáveis ou não para as 
especificações de acompanhamento de referência e rejeição de perturbação. 


Exemplo 2.7 Para ilustrar, imagine um sistema em malha fechada que controla 
o rumo de um grande petroleiro, que é uma planta visivelmente lenta em uma 
escala de tempo humana. Admita que se deseje que ele responda rapidamente a 
comandos de mudança de rumo. É intuitivo que isto só poderia ser conseguido às 
custas de um grande esforço de controle, possivelmente maior do que a capacidade 
disponível nos atuadores (lemes). 


e Altas frequências 


Em altas frequências, isto é, para w € Qn, apenas o erro de medida deve ser 
significativo, de maneira que a equação 2.56 conduz aproximadamente a 
uw) K (jw) 


nj) TF GGu)K Gu) um, 


Para estabelecer quantitativamente a limitação do efeito do erro de medida 
sobre a variável de controle, admita que, como especificação de projeto, seja 
dada uma função 6,(w) > 0, w E€ Qn. Tipicamente, ulw) < 1. A especificação 
de projeto é então escrita como 


tio ea wend (2.61) 


Portanto, levando em conta as equações 1.15 e 2.60, obtém-se a condição 
nominal de limitação do esforço de controle 


IK (jw)S(Gu)| < Suw) (WE Mn)-| (Ho) (2.62) 


Conforme se verá mais adiante, esta forma é a base para tratar a questão da 
restrição do esforço de controle no contexto de controle Hs. 

No caso de técnicas do tipo loop shaping, como QFT, a restrição deve ser 
expressa por meio de uma desigualdade envolvendo o Ganho de Malha. Neste 
caso, para que ocorra a rejeição do erro de medida, deve-se ter que 


|G(jw)K (jw)| < 1. (2.63) 
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Portanto, a equação 2.60 pode ser escrita de forma aproximada como 
u(jw) = —K(jw)n(jw). (2.64) 


Esta equação mostra que, se n(jw) é grande, então é necessário que o ganho 
do controlador K(jw) seja pequeno para que o esforço de controle u(jw) não seja 
grande. 

Das equações 2.61 e 2.64, tem-se, portanto, que 


|K(jw)| < du(w) (w E Qn). (2.65) 


Note-se que esta condição impõe uma restrição sobre a largura de banda do 
controlador. 

Para reescrever esta desigualdade como uma restrição sobre o Ganho de Ma- 
lha, multiplicam-se ambos os membros por |G(jw)|, que é suposto conhecido, 
para obter-se a condição nominal de limitação do esforço de controle expressa 
com base no Ganho de Malha: 


IG Gw) K(jw)| < bu(w)IGGw)| (w €Qn).| (Loop shaping) (2.66) 


Note que a equação 2.65 mostra que o ganho do controlador deve ser sufi- 
cientemente pequeno para w € Qn. Isto significa que, idealmente, K(s) deve 
ser uma função de transferência estritamente própria (isto é, com o número de 
polos estritamente maior que o número de zeros). Se a função de transferência 
é apenas própria, então, para frequências suficientemente altas, seu ganho tende 
a uma constante; pior ainda, se o número de zeros dela é maior do que o seu 
número de polos, além do problema da realizabilidade física, o ganho tende a 
crescer indefinidamente à medida que a frequência tende a infinito — este, aliás, 


é o caso dos controladores PID graças ao termo derivativo. 


Exemplo 2.8 Considere novamente o sistema representado na Figura 2.10, para 


o qual 
10 
Kis) = ——— 
l= ispi 
e 
1 
G(s) = ——. 
= 


Note que a condição de rejeição do erro de medida |G(jw)K (jw)| < 1 poderia ser decorrente 
de |G(jw)| < 1 (isto é, da atenuação proveniente da própria planta) e de |K(jw)| não necessa- 
riamente pequeno. Nesse caso, o erro de medida teria um efeito importante sobre o esforço de 
controle. 
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O erro de medida n(t) é um sinal composto por componentes senoidais de 
frequências acima de 10° rad/s, às quais é adicionado um ruído gaussiano de 
25% da amplitude da senoide correspondente. Para w > 10° rad/s, tem-se que 


IK(jw)| < 0.1, 
o que, pela equação 2.65, significa que 
du(w) = 0.1. 


Portanto, o efeito de n(jw) sobre u(jw) é atenuado em pelo menos 10%. 

Na Figura 2.16 são apresentados os gráficos da função u(t) e de 10% do erro 
de medida (isto é, de n(t)/10). Pode-se notar que u é da ordem de 10% de n, 
como esperado. 


- n(t)/10 
u(t) 


0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
t(s) 


Figura 2.16 — Resultados da simulação - funções n(t)/10 e u(t). 


2.7 Sistemas com dois graus de liberdade 


É um tanto comum a existência de especificações no domínio do tempo para a 
resposta transitória correspondente a um determinado sinal de referência. Assim, 
muitas vezes especificam-se o sobressinal, o tempo de acomodação, entre outros, 
da resposta do sistema a um degrau de referência. A questão considerada a 
seguir é como lidar com essas especificações utilizando uma abordagem baseada 
no domínio da frequência. 
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No início desta seção, será apresentada a ideia básica da utilização do pré- 
filtro F (veja a Figura 2.18) para esse fim. Em seguida, serão discutidas as duas 
situações mais comuns de interesse, quais sejam: 


e Na primeira delas, considera-se que o controlador K tenha sido dado e, por- 
tanto, a malha fechada esteja fixa. O problema então é obter uma condição 
que permita estabelecer se determinado pré-filtro F é compatível com a ma- 
lha fechada que o segue no diagrama canônico (Figura 1.9). Este caso, que 
é o mais comum na prática, é aquele em que o controlador é projetado de 
maneira que a malha fechada atenda a especificações de robustez da esta- 
bilidade e do desempenho — como rejeição de perturbação, rejeição do erro 
de medida e limitação do esforço de controle —, mas a resposta temporal 
para um determinado sinal de referência não é satisfatória. 


e Na segunda situação de interesse, supõe-se que o pré-filtro F tenha sido dado 
e o problema seja projetar o controlador K, de maneira que a malha fechada 
resulte compatível com o pré-filtro e atenda a especificações de projeto 
preestabelecidas — tais como robustez da estabilidade e do desempenho. 


e Hipótese fundamental 


Admite-se que o pré-filtro F seja estável. 


2.7.1 O pré-filtro e a malha fechada 


Esta subseção se inicia com uma breve discussão sobre a ideia envolvida no 
uso do pré-filtro em sistemas com dois graus de liberdade. 

Suponha, por exemplo, que os valores do sobressinal e do tempo de acomo- 
dação sejam especificados para a resposta a degrau de um sistema. Com eles, 
é possível calcular os valores do coeficiente de amortecimento € e da frequência 
natural wy de um sistema de 2º ordem na forma normalizada”: 


-2 N 
s? + 2Mwys + wr 


F(s) (2.67) 


Note que, nesta forma normalizada, o ganho de F (s) em baixas frequências é unitário. 
Assim, para uma entrada em degrau em regime estacionário, a saída tem o mesmo valor da 
amplitude do degrau. 
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Admita que o diagrama de Bode do ganho de F(jw) tenha o aspecto ilustrado 
na Figura 2.17. Seja wr a frequência a partir da qual F passa a atenuar “razoa- 
velmente” os sinais de entrada, isto é, em que o ganho passa a ser “razoavelmente” 
menor que 0 dB, digamos -10 ou -20 dB, e seja 


Nr = {wER:w< wp}. 


|F| (dB) 


Figura 2.17 — Diagrama de Bode do ganho de F (jw). 


Suponha que a malha fechada em torno de G(s)K(s) seja projetada para 
acompanhar sinais de referência r(jw), com uma precisão apropriada em uma 
região de frequências Q, = {w € R : w < wr}. Note que, neste caso, 


T(jw) ~1 
para w < Wy. 
Se w, for escolhido, tal que 
WF < Wr, 
ou, em outras palavras, se 
Qr E Oy; 


a inclusão do pré-filtro F na entrada da malha em uma estrutura de controle com 
dois graus de liberdade, conforme mostra a Figura 2.18, fará obviamente com que 


y(jw) 


aa) = Fe) E Gu) = FGe) 


TÉ importante atentar para o fato de que, sendo T(jw) um número complexo, T(jw) = 1 (ou, 
equivalentemente, |T'(jw) —1| < 1) significa, obviamente, que essa proximidade se verifica tanto 
em módulo como em fase. Sendo assim, T praticamente não altera nem a amplitude nem a fase 
de sinais senoidais aplicados em sua entrada. De outra parte, a condição mais fraca |[T(jw)| = 1 
indica que apenas a amplitude não se altera, mas nada permite afirmar a respeito da fase. 
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para w € Qpr. Ora, na prática, isto significa que o sistema com dois graus de 
liberdade terá uma resposta a degrau próxima da especificada por meio dos valores 
dados do sobressinal e do tempo de acomodação. 


p(s) | Fls) oI, e(s) | K(s) u(s) Jas) | Ys) 


Figura 2.18 — Sistema de controle com dois graus de liberdade. 


Alternativamente, pode-se pensar da seguinte forma: se para w € Q, tem-se 


yl ju) = r(jw) 
e como 

r(jw) = FGw)rrGw), 
entao 

y(jw) = F(jw)rr(jw). 
Isto significa que, para frequências até wr e, portanto, até wp, o sistema com dois 
graus de liberdade, com entrada rp e saída y, se comporta aproximadamente 
como o pré-filtro F. 

Tem-se assim uma forma de incluir especificações temporais indiretamente no 
domínio da frequência por meio da escolha apropriada do pré-filtro e da sinto- 
nia da malha fechada, de maneira a apresentar resposta unitária na região de 
frequências de interesse. 

Para estabelecer de maneira precisa a relação entre o pré-filtro e a malha 
fechada, introduz-se a definição a seguir. Para isso, admita dadas uma frequência 


wrp e uma função dp (w) definida para w € Qp e, em geral, suficientemente pequena 
(ór(w) < 1). 


Definição 2.4 — Compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada 
Considere que o pré-filtro e a malha fechada que o segue em cascata sejam 


compatíveis se, para w E Or, 


leGw)| 
trago) < ôp (w). 


Note que (veja a Figura 2.18) 
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e, portanto, 
leGw)| 
Irr (jw)| 
Ou seja, a condição nominal de compatibilidade entre o pré-filtro e a malha 


= |F(jw)[T(Gw) — 1). 


fechada é dada por 


|F(jw)[TGw) -1< srw)  (weENr).]| (2.68) 


Exemplo 2.9 Neste exemplo, a função de transferência do pré-filtro é fixa e são 
consideradas três diferentes funções de transferência da malha fechada em cascata 
para ilustrar a compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada. 

Seja então o pré-filtro com função de transferência 


2 
s? + 2Ewns + wr’ 


F(s) 


com wy = 1 rad/s e € = 0.25, e considerando três possíveis funções de transfe- 


rência T(s), a saber, 


1 
ns Ts+1’ 
em que T € {0.1 1 10} (s). 
A Figura 2.19 mostra os diagramas de Bode do ganho de F(s) (linha contínua) 
e de T(s) (linhas tracejadas, uma para cada valor de T). Como se pode observar, 
o ganho de F(s) assume valores inferiores a -20 dB aproximadamente a partir de 
uma frequência um pouco superior a wp = 3 rad/s. 


Por sua vez, a Figura 2.20 contém as respostas a degrau de F(s) e de F(s)T (s). 


Para T = 10 s, nota-se que |T(jw)| ~ 1 para frequências até por volta de 
4 x 107? rad/s, valor bastante inferior ao de wp. Isso faz com que a resposta a 
degrau do pré-filtro seja distorcida significativamente ao passar por T (s). 

Para r = 1 s, tem-se |T(jw)| ~ 1 para frequências até aproximadamente 
4x107} rad/s, ainda bastante menor do que wp, o que faz com que a resposta a 
degrau do pré-filtro continue distorcida por T(s), embora em menor intensidade 
se comparada ao caso anterior. Isto ocorre porque o sinal de saída do pré-filtro 
ainda tem energia significativa em frequências em torno de w = 1 rad/s, mas a 
atenuação de T (s) nessa região já é sensível. 

Para T = 0.1 s, |T(jw)| ~ 1 para frequências até em torno de 4 rad/s, valor 
este superior aos 3 rad/s requeridos para não haver distorção significativa da saída 
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Fls) 
— — — - T(s), 7=0.1 
pose T(s), 7=1 
T(s), 7=10 
-80 cs : 
107 10 10° 10! 102 


w (rad/s) 


Figura 2.19 — Diagramas de Bode do ganho de F(s) e de T(s). 


F(s) 
———-F(s)T(s), 7=0.1 
= F(s)T(s), T=1 
TATE F(s)T(s), 7=10 


5 10 15 20 25 30 
t(s) 


Figura 2.20 — Respostas a degrau de F(s) e de F(s)T(s). 


de F(s). Por isso, a resposta a degrau de F(s)T(s) resulta bastante próxima da 
de F(s). 
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Por fim, a Figura 2.21 contém os gráficos de |F(jw)|T (jw) — 1]| para os três 


valores de T mencionados. Essa Figura mostra que a melhor compatibilidade se 


(dB) 


Figura 2.21 — Diagramas de Bode de |F(jw)[T(jw) — 1]|. 


-80 É 


-90 


aal 


10° 


10? 


107! 


w (rad/s) 


dá para T = 0.1 s, o que está de acordo com os resultados das simulações e que 


ôr ~ —14dB ~ 0.2. 


É interessante notar que, tanto em baixas como em altas frequências, |F (jw) [T (jw)— 


1 


é comparativamente pequena em relação ao valor de pico — no primeiro caso, 


porque T(jw) = 1, e, no segundo, porque |F(jw)| < 1. A pior região situa-se 


em uma faixa de frequências em torno de 1.0 rad/s que é relativamente estreita 
— para 0.7 < w < 1.5 rad/s, tem-se 0.1 < |F(jw)[T(gw) — 1]| < 0.2, aproxima- 
damente —, o que explica a boa aderência entre as respostas a degrau de F(s) e 
F(s)T(s) parar = 0.1 s. 

A Figura 2.21 mostra também que a pior compatibilidade ocorre para o caso 


em que T = 10 s, o que também está de acordo com os resultados das simulações. 


2.7.2 Escolha do pré-filtro para compatibilidade com a malha fechada 
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Admita que o controlador K tenha sido projetado para que a malha fechada 
satisfaça a determinadas condições de projeto e, portanto, esteja fixa. A condição 
a ser obedecida pelo pré-filtro F para que haja compatibilidade entre ele e a malha 
fechada é obviamente dada pela equação 2.68, a saber 


[E Gw)[T(jw) — 1| < ór(w) (w € QF). 


Note que, nesta condição, T é dado, uma vez que K o é. 


2.7.3 Projeto do controlador para compatibilidade entre a malha fechada 
e o pré-filtro 


Considerando que o pré-filtro F seja dado, o objetivo aqui é determinar uma 
condição de projeto envolvendo o controlador K de maneira que a compatibilidade 
entre o pré-filtro e a malha fechada esteja assegurada. 

Conforme visto, a condição de compatibilidade é dada pela equação 2.68, a 
qual pode ser reeescrita como 


FG) |TGw) — 1| < ðr (w) (w € Qp). 


Ou seja, 


Glin) K (jw) |. Sr) 


: ; S E w E Qp). 
T+ GGK) "|S Fg = EMF 
Daí resulta de imediato que 
ôr (jw) 
Ss < - E Qr) | Hea). 2.69 


Esta é a condição nominal de compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada 
na forma apropriada para o projeto via Ho. 

Para se obter a forma adequada para o projeto via loop shaping, esta equação 
pode ser reescrita como 


|1 + Gjw)K Gw)| > 


(w EQ F). 
Considerando que para w € Qp, tipicamente 
IG(jw)K(jw)| > 1 


e, portanto, 
[1 + G(jw).K (jw)| > |G(jw).K(jw)| —1 > 0, 
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é suficiente impor que 


IG(jw) K (jw)| > 1+ ve (vw E Qr)| (Loop shaping) (2.70) 


Esta é a condição nominal de compatibilidade entre o pré-filtro e a malha 
fechada na forma apropriada para o projeto via loop shaping. 


e Nota 2.3 — Uma visão do esforço de controle no esquema com dois graus de 
liberdade 


É oportuno neste ponto lançar um olhar sobre o esforço de controle envolvido no esquema de 
controle com dois graus de liberdade [Leonardi and Cruz, 2002]. Para isto, com base no diagrama 
de blocos da Figura 2.18, pode-se escrever que 


u(jw) _ __K(jw)F(jw) 


— = : + 2.71 
reu) — T+ GGw)K Ge) eum 
Se 

IG(jw)K(jw)| > 1 
para w E Qr, então a equação 2.71 pode ser reescrita de forma aproximada como 

uljw) Flw) 

q o ZA 2.72 
rru) É Gu) aia 


Note que u(jw)/rr (jw) depende apenas de F e G, independendo de K. Por isso, é impossível 
alterar o esforço de controle manipulando K — de fato, K deve ser projetado de maneira que 
T(jw) = 1 na região de frequências de interesse. 

A equação mostra também que se 


F(jw) = Gw), 


então 


u(jw) = rr(jw), 
o que é intuitivo, uma vez que, se as dinâmicas do pré-filtro e da planta são aproximadamente 
iguais em uma certa frequência, então a entrada da planta deve ser próxima da do pré-filtro para 
que as suas saídas sejam próximas. 
Alternativamente, a equação 2.72 permite escrever obviamente que 


uj) | Fw) 
rego) GG) 


de onde decorre de imediato que 


|u(jw) — rr(jw)| _ |FGw) — GGw)| 
Ire(jw)| EGO) 


Esta equação mostra que, quanto mais “distante” estiver a dinâmica da planta G(jw) da do 


(2.73) 


pré-filtro F(jw), mais “distante” deverá estar u(jw) de rr(jw), o que também é de se esperar. 
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2.8 Resumo dos requisitos de projeto no domínio da frequên- 
cia 


Todas as especificações de projeto consideradas até este ponto foram estabe- 
lecidas no domínio da frequência. A Figura 2.22 ilustra as condições de projeto 
relativos ao acompanhamento de referência, à rejeição de perturbação e à rejeição 
do erro de medida como restrições sobre os diagramas de Bode dos ganhos das 
funções de transferência de malha aberta, de malha fechada e de sensibilidade. 


(dB) 


Figura 2.22 — Representação das condições de projeto. 


É importante notar que há um conflito evidente entre a condição de rejeição 
do erro de medida e as condições de acompanhamento do sinal de referência e de 
rejeição de perturbação: no primeiro caso, o Ganho de Malha deve ser pequeno 
(sensibilidade próxima de 1), enquanto que, nos outros, o Ganho de Malha deve 
ser grande (sensibilidade pequena). Felizmente, como procura ilustrar a Figura 
2.22, as regiões de frequências em que essas condições devem ser atendidas são 
distintas: no primeiro caso, a condição deve ser satisfeita em altas frequências 
(w E€ Qn), ao passo que nos outros dois casos, em baixas frequências (w E€ Q,UNg). 

Esta observação provê uma diretriz importante de projeto, pois ela permite 
avaliar quantitativamente se um dado sensor é adequado para que um sistema de 
controle atenda a especificações de acompanhamento de referência e de rejeição 
de perturbação. É claro que, no mínimo, os conjuntos Q, U Qg e Qn devem ser 
disjuntos. Mas isso não basta, pois deve haver espaço suficiente entre as barreiras 
de baixas frequências e as de altas frequências para que o Ganho de Malha Aberta 
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passe de valores elevados para valores reduzidos. Para sistemas de fase mínima, 
esse espaço entre as barreiras é limitado pela declividade do diagrama de Bode 
do Ganho de Malha Aberta nessa região de frequências intermediárias, já que 
a declividade não pode ter valores elevados. Por meio do célebre Teorema de 
Bode da Relação entre Ganho e Fase, pode-se estabelecer objetivamente essas 
características de declividade [Franklin et al., 2006]. 


Teorema 2.2 - Teorema de Bode da Relação entre Ganho e Fase 


Para qualquer função de transferência G(s) de fase mínima, tal que G(0) > 0, 
a fase (em radianos) é determinada univocamente pelo ganho por meio da seguinte 


relação: 
1 ft? (dM 
(atin) =~ [ (E) ww) du (2.74) 
onde 
M = In|G(jw)|, 
u = In(w/wo) 
e 


W (u) = In(coth |ul/2). 


Trocando em miúdos, uma consequência deste Teorema é que, para sistemas 
de fase mínima, quando a declividade permanece constante ao longo de aproxi- 
madamente uma década de frequências em torno de wo, a equação 2.74 pode ser 
escrita de forma aproximada como 


/G(jwo) = n90º, (2.75) 


em que n = —1, —2, ... para declividades, respectivamente, de —20, —40, ... 
dB/dec. 

Lembrando que a frequéncia de cruzamento do ganho (cross-over frequency) 
é aquela em que o ganho vale 0 dB (ganho unitário) e ela obviamente se situa na 
região de frequências intermediárias. Além disso, é exatamente na frequência de 
cruzamento do ganho que se avalia a Margem de Fase do sistema. 


8 Sistemas de fase mínima são aqueles que têm todos os seus polos e zeros no semiplano 
esquerdo. 
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Um valor de 90º pode ser considerado bastante satisfatório para a Margem 
de Fase, o que corresponde a uma fase de malha aberta de aproximadamente 
—90º e, portanto, a uma declividade em torno de —20 dB/dec; por outro lado, 
uma declividade de —40 dB/dec corresponde a uma fase de malha aberta de 
aproximadamente — 180º e, portanto, a um valor da Margem de Fase próximo de 
zero. Dessa maneira, a declividade na região de cruzamento do ganho não deve 
ser muito mais acentuada do que —20 dB/dec. 


Tem-se assim estabelecido de maneira objetiva o que significa um espaço ra- 
zoável entre as barreiras de baixas e de altas frequências. 


Exemplo 2.10 Como exemplo, admita que a barreira de baixas frequências tenha 
um valor de 20 dB e a de altas, —20 dB (Figura 2.23). Ou seja, é necessária 


(dB) 


Figura 2.23 — Exemplo de barreiras de baixas e de altas frequências. 


uma queda no Ganho de Malha Aberta de —40 dB nessa região de frequências 
intermediárias. Se a declividade for de —20 dB/dec, serão necessárias duas déca- 
das de frequências para isso; se a declividade for um pouco mais acentuada, por 
exemplo —30 dB/dec, será necessário um espaço de 4/3 de década entre as duas 
barreiras. 


2.9 Erro estacionário 


Considere o sistema representado na Figura 2.24, supostamente estável, com 
a perturbação representada na saída da planta. 
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Figura 2.24 — Perturbação agindo na saída da planta. 


2.9.1 Entrada degrau 


e Erro estacionário nulo 


Como se sabe, se o sinal de referência é um degrau, uma condição para que a 
saída o acompanhe com erro nulo em regime estacionário é que G(s)K(s) tenha 
pelo menos um polo na origem (sistema do Tipo 1) ou, equivalentemente, que 
o diagrama de Bode do ganho |G(jw)K(jw)| apresente uma declividade de pelo 
menos -20 dB/dec em baixas frequências. 

A mesma condição se aplica para que uma perturbação em degrau seja rejei- 
tada completamente em regime estacionário. 


e Erro estacionário não nulo 


Supondo que G(s)K(s) não tenha nenhum polo na origem (sistema do Tipo 
0) e que a entrada seja um degrau unitário, o Teorema do Valor Final fornece de 
imediato o valor do erro estacionário (veja a equação 1.22): 


1 


RREO 40) 


(2.76) 
De maneira análoga, se a perturbação é um degrau unitário, o valor da saída 
em regime estacionário (yss) também pode ser calculado usando o mesmo Teo- 


rema, do qual resulta 


e Nota 2.4 


Note que, para G(s)K(s) escrito na forma? 


(mns+D(ras +1)... (mms + 1) 


G(s)K(s) = Ko (Tis + 1)(T2s + 1)... (Tas + 1)’ 


Observe que Ko é o ganho de GK em baixas frequências. 
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o erro estacionário da equação 2.76 pode ser expresso como 


1 
1+ Ko’ 


ess = 


que é uma forma bem conhecida. 


2.9.2 Entrada rampa 


e Erro estacionário nulo 


Se o sinal de referência é uma rampa, para que a saída a acompanhe com erro 
nulo em regime estacionário, basta que G(s)K(s) tenha pelo menos dois polos 
na origem (sistema do Tipo 2) ou, equivalentemente, que o diagrama de Bode do 
ganho |G(jw)K(jw)| apresente uma declividade de pelo menos -40 dB/dec em 
baixas frequências. 

A mesma condição garante que uma perturbação em rampa seja rejeitada 
completamente em regime estacionário. 


e Erro estacionário não nulo 


Considere que G(s)K(s) tenha um polo na origem (sistema do Tipo 1) e que 
a entrada seja uma rampa com declividade unitária. O valor do erro estacionário 
decorre de imediato do Teorema do Valor Final: 


| 
ess = lim 


s50 sG(s)K(s). ule) 


De maneira semelhante, se a perturbação é uma rampa unitária, a saída em 
regime estacionário é constante e seu valor yss é dado pelo mesmo Teorema como 


1 
ss = lim ————.. 2: 
ý 8-0 sG(s)K(s) e 


e Nota 2.5 


Observe que, se 
(ns + 1)(T28 +1)... (Tms + 1) 
"satia + 1)...(Tns +1)’ 
então o erro estacionário da equação 2.78 pode ser expresso na forma bem conhecida 


Es 
Ea 


G(s)K(s) 


ess = 


Capitulo 3 


Erros de modelagem 


3.1 Introdução 


A abordagem clássica de projeto de sistemas de controle tem sempre como 
ponto de partida um modelo nominal (modelo de projeto) do processo que se 
deseja controlar. Sabe-se, contudo, que todos os modelos representam de forma 
aproximada a realidade, ou seja, a todos os modelos estão associados erros de 
modelagem (incertezas). 

Para se falar em robustez de um sistema de controle, é necessário definir 
claramente a classe de erros de modelagem à qual se refere a robustez. Não 
há qualquer sentido em se utilizar o termo robustez de forma absoluta; ele tem 
significado apenas quando está acompanhado dos erros de modelagem associados 
ao modelo nominal utilizado no projeto. 

A ideia é quantificar o erro de modelagem de maneira que, se este pertencer 
a um determinado conjunto, então: 


e a estabilidade do sistema em malha fechada esteja garantida para todas as 
possíveis plantas cujos erros de modelagem pertençam a esse conjunto — a 
isto se dá o nome de robustez da estabilidade; 


e o desempenho do sistema em malha fechada atenda às especificações de 
projeto para todas essas possíveis plantas — a isto se denomina robustez do 
desempenho. 


Para que se possa desenvolver uma metodologia de projeto robusto é ne- 
cessário, antes de mais nada, entender as causas dos erros de modelagem, de 
maneira a encontrar uma forma adequada de representação para eles. E claro, 
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portanto, que isso depende fortemente do conhecimento e da experiência do pro- 
jetista [Levine, 1996]. 


Neste texto, será admitido que se dispõe de um modelo nominal G(s) para a 
planta e que os possíveis sistemas reais sejam representados por uma infinidade 
de modelos Gr(s), também lineares e invariantes no tempo. 


À primeira vista, esta hipótese parece pouco razoável, dado que os sistemas 
físicos são invariavelmente não lineares — muitas vezes, inclusive, variantes no 
tempo — e que uma fonte de incertezas provem justamente o fato de eles serem 
modelados como se fossem lineares e invariantes no tempo. Ainda assim, ela 
costuma ser útil por diversas razões: uma delas é que a hipótese funciona surpre- 
endentemente bem para uma ampla classe de problemas práticos, já que muitos 
sistemas de engenharia são projetados para, na região em que normalmente ope- 
ram, se comportarem o máximo possível como lineares e invariantes no tempo 
ou, muitas vezes, apesar de serem não lineares, são concebidos para funcionar 
com pequenas variações em torno de um ponto de operação; a segunda razão é de 
natureza pragmática: a hipótese permite obter resultados úteis que são simples 
e práticos. 


As causas dos erros de modelagem podem ser intencionais ou não intencionais. 
Os erros não intencionais provêm da complexidade própria de muitos sistemas 
físicos, da possível falta de conhecimento de leis que estabeleçam relações entre 
causas e efeitos, da eventual falta de oportunidade para realizar experimentos 
com o processo etc. Em resumo, muitos processos físicos são tão complexos que 
é inevitável ter que recorrer a aproximações para obter modelos dinâmicos que 
sejam úteis na prática. 


Por outro lado, em muitos casos os erros de modelagem são introduzidos 
intencionalmente por interesse em reduzir a complexidade e o custo do trabalho de 
projeto. Assim, frequentemente são desprezadas dinâmicas “rápidas” do processo, 
como efeitos de alta frequência dos atuadores, modos de flexão ou de torção 
de eixos, pequenos atrasos nas variáveis do processo, efeitos de indutâncias e 
capacitâncias parasitas etc. Além disso, apesar de alguns parâmetros variarem 
lentamente ao longo do tempo em muitos casos, em razão do envelhecimento ou 
do desgaste de componentes, o projetista normalmente opta por utilizar valores 
nominais, constantes, desses parâmetros para realizar o projeto. 


A caracterização quantitativa dos erros de modelagem baseia-se na ideia de 
definir um conjunto de possíveis funções de transferência da planta, chamadas 
neste texto de “reais”. Obviamente, o modelo nominal G(s) deve pertencer a esse 
conjunto, pois deve representar uma entre as possíveis plantas reais. 
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E usual as incertezas serem classificadas em dois tipos: estruturadas e não 
estruturadas. A discussão desse assunto ocupará o restante deste capitulo. 


3.2 Incertezas não estruturadas 


Geralmente, em controle clássico, a questão das incertezas no modelo da 
planta é tratada especificando-se a Margem de Ganho, a Margem da Fase e/ou o 
valor do pico de ressonância. 

O que está implícito nessa abordagem é um modelo rudimentar da incerteza. 
Assim, por exemplo, se a única preocupação é com a preservação da estabilidade 
e a Margem de Fase especificada é de 40º, então supõe-se que o modelo da planta 
subestime em até 40º o atraso de fase na frequência de cruzamento do ganho 
(frequência de crossover). 

Uma tal descrição da incerteza é dita não estruturada porque ela define um 
conjunto de possíveis plantas reais sem a necessidade de explicitar as causas que 
deram origem às incertezas em relação ao modelo nominal. A forma usual de 
definir esse conjunto é estabelecendo um limite superior para a magnitude dos 
erros de modelagem das possíveis plantas reais em relação ao modelo nominal, 
sem necessariamente associá-los às causas que lhes dão origem. 

Embora as incertezas não estruturadas possam também ser utilizadas para 
representar erros de modelagem provenientes de incertezas paramétricas, elas são 
mais apropriadas para representar dinâmicas não modeladas, que são tipicamente 
de alta frequência [Levine, 1996]. Os exemplos anteriores de dinâmicas despre- 
zadas de atuadores, de flexibilidades de eixos, de indutâncias e capacitâncias 
parasitas são todos de alta frequência. 

Neste texto será utilizada a representação da incerteza não estruturada na 
forma multiplicativa. 


Definição 3.1 — Incerteza multiplicativa 


Define-se a incerteza multiplicativa Am(s) como 


A, = E ES (3.1) 


e Hipótese fundamental 


Admite-se que Gr(s) tenha o mesmo número de polos instáveis de G(s). 
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Convém notar que esta hipótese, embora possa parecer demasiadamente forte 
à primeira vista, na verdade é admitida implicitamente sempre que se aplica o 
Critério de Nyquist a um problema prático de estabilidade, pois, para isso, o 
número de polos instáveis do sistema real deve ser supostamente conhecido. 


Supõe-se que o projetista, com base no conhecimento que ele tem do sistema 
a controlar, seja capaz de avaliar um limite superior Im (w) para |Am(jw)|, isto é, 


Ami) mo) — w ER). ] (3.2) 


Note que Am(s) tem caráter de uma medida relativa de erro. Por exemplo, 
se para certa frequência wo lm(wo) = 0.1, então o módulo da diferença entre os 
números complexos Gr(jwo) e G(jwo) é de no máximo 10% do módulo de G(jwo). 

Uma vantagem da incerteza multiplicativa é que ela é a mesma tanto para a 
função de transferência de malha como para a função de transferência da planta, 
pois 


Gr(s) — G(s) _ Gr(s)K(s) — G(s)K (s) 
G(s) G(s)K(s) 


supondo, é claro, que K(s) seja praticamente isento de incertezas!. 

É oportuno observar também que a representação do erro de modelagem na 
forma multiplicativa por meio de lm(w) considera que a fase de Gr(jw) — G(jw) 
seja completamente incerta, ou seja, possa ter qualquer valor no intervalo de 0 a 
2r (veja a Figura 3.1). Isto significa que essa representação do erro de modela- 
gem tem um conservadorismo inerente quando se dispõe de alguma informação a 
respeito da fase do erro. 

Se é possível levantar experimentalmente a resposta em frequência da planta 
real Gr(jw), então a obtenção de lm(jw) é simples por meio do uso das equações 
3.1 e 3.2. Por outro lado, se esse levantamento experimental é impossível ou 
inconveniente (por questões de segurança, por exemplo), o que se faz é partir 
de G(s) e nela incluir as dinâmicas não modeladas e/ou incertezas paramétricas 
mais relevantes para definir um modelo para Gr(s). Então, usando as mesmas 
equações 3.1 e 3.2, constrói-se Im (w) ponto a ponto numericamente. 


"Esta hipótese é usual, pressupondo que o compensador seja construído cuidadosamente para 
realizar com fidelidade a função de transferência K (s) obtida ao final do procedimento de projeto. 
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Figura 3.1 — Ilustração do círculo de Gr(jw) e da incerteza na sua fase. 


Exemplo 3.1 Para exemplificar de que forma se pode avaliar numericamente a 
função Im(w), considere um motor CC que aciona uma carga inercial por meio 
de um sistema de transmissão, constituído por um redutor de velocidade e um 
eixo longo, conforme procura ilustrar a Figura 3.2 


Figura 3.2 — Ilustração esquemática da carga inercial acionada por motor CC. 


Sejam Va(s) a tensão aplicada à armadura do motor, Om(s) o ângulo do eixo 
do motor, Oc(s) o ângulo do eixo na saída do redutor e Or(s) o ângulo da carga. 
Sejam ainda Jm, Jg e Jz os momentos de inércia do conjunto motor + redutor, 
do eixo e da carga, respectivamente. Analogamente, fm, fe e fL são os coefici- 
entes de atrito viscoso linear do conjunto motor + redutor, do eixo e da carga, 
respectivamente. 

Ra, kr e ky representam a resistência da armadura do motor e as suas cons- 
tantes de torque e de força contraeletromotriz, respectivamente, e r é a relação 
de transmissão do redutor (r < 1). 

Supondo no caso nominal que o eixo seja infinitamente rígido à torção, 


0L = Oc, 
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então é simples mostrar que 


— Or(s) À k 
Gt) = Gay aera sap 
sendo r 
TET 
k= 
RaJeq 
e 
a= fa, 
ds 
em que 
Jeq = Ju tr (Je + Jz) 
e 


krky 


fea =fu+r(fe+ fr) t+ R 


A equação 3.3 representa o modelo nominal do sistema. 


Admita que o valor do momento de inércia da carga Jr esteja afetado por 
uma incerteza. Considere, além disso, que a fonte mais importante de incertezas 
em altas frequências seja a flexibilidade do eixo. Um modelo físico do sistema 
“real” está representado na Figura 3.3 para o caso em que o eixo é discretizado 
em n elementos de inércia, interconectados por molas supostas elásticas lineares 
e sujeitos a um efeito de atrito viscoso também linear. 


Sejam 
AJ = de, 
n 
apo tê 
n 
e 
Ak = (n + 1)kg, 


o momento de inércia, o coeficiente de atrito viscoso linear e a constante elástica 
da mola de cada elemento da discretização, respectivamente. 
Em lugar de buscar um modelo analítico, explícito, para a função de transfe- 
rência 
Gr(s) = Prle) 
Va(s) 


pode-se adotar um procedimento mais simples, calculando Gr(jw) numericamente 
para cada valor w de frequência de interesse (veja o Apêndice A para maiores 
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Figura 3.3 — Modelo físico do sistema “real”. 


detalhes). Com isso, pode-se construir numericamente (isto é, ponto a ponto em 
w) um gráfico de Im(w), tendo em vista que 


Gr(jw) — G(jw) 


|Am(jw)| = Gw) 


< Galo). (3.4) 
No que se segue, todos os valores estão expressos em unidades do Sistema 
Internacional (SI). 
Os dados nominais do sistema são apresentados na Tabela 3.1, e a função de 
transferência neste caso é dada por 


0.1333 


G(s) = 403067 


Parâmetro | Valor 
Jm 1 
fm 0.1 
kr 1 
ky i 
Ra 1 

p 0.5 
Jp | 
fe 0.1 
JE 10 
JE 0.1 


Tabela 3.1 — Dados nominais do sistema em unidades do Sistema Internacional. 
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Devido a variações na carga, sabe-se que o valor do seu momento de inércia 
apresenta uma incerteza de 25% em relação ao valor nominal, de maneira que 
TO de E 125. 
O valor da rigidez torcional do eixo é 


ke = 1000. 


Para calcular numericamente a função lm(w), o eixo foi discretizado em n = 10 
elementos e o intervalo de incerteza no valor de fm foi subdividido em 5 intervalos 
iguais. 

O gráfico de Im(w) é mostrado na Figura 3.42. 


40 


20 F J 


Em (dB) 
Y 
[em] 
T 
1 


10° 107 10" 10° 10! 102 10º 
w (rad/s) 


Figura 3.4 — Gráfico do erro multiplicativo para o exemplo. 


Conforme mostrou o exemplo, a função lm(w) pode incluir também incertezas 
paramétricas. No entanto, a motivação mais forte para a representação não es- 
truturada das incertezas está associada aos erros de modelagem provenientes das 


2Na verdade, esse gráfico é apenas um dos infinitos possíveis. Ele foi construído de maneira 
que, para cada valor de w, o valor de Im (w) representa o menor valor que satisfaça a desigualdade 
3.4. Qualquer função com valores maiores ou iguais a esses seria uma possível lm, porém mais 


conservadora. 
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dinâmicas desprezadas. Uma vez que estas são tipicamente de altas frequências, 
Im(w) é, em geral, uma função com valores elevados em altas frequências (veja a 
Figura 3.5). 


€,,(0) 


Figura 3.5 — Gráfico típico do erro multiplicativo. 


Por fim, um comentário importante: o exemplo procura mostrar que é função 
do projetista saber quais são os efeitos dinâmicos não considerados no modelo 
nominal que contribuem mais significativamente para o erro de modelagem. 


3.3 Incertezas estruturadas 


A representação não estruturada dos erros de modelagem é de maior utilidade 
para o caso de dinâmicas desprezadas de altas frequências. A forma estruturada, 
por sua vez, é mais apropriada para representar os erros de modelagem associados 
a incertezas nos parâmetros do modelo. 

Uma maneira simples e direta de representar as incertezas estruturadas é por 
meio da avaliação numérica (cálculo numérico), para cada frequência de interesse 
fixada, do conjunto de possíveis valores da resposta em frequência da planta 
[Maciejowski, 1989]. 

Note que esse procedimento será praticamente inútil se forem utilizados os 
diagramas de Bode, pois é impossível identificar pares de curva ganho-fase; se 
fossem consideradas apenas as envoltórias dos gráficos de ganho e fase, haveria um 
conservadorismo na representação, pois provavelmente as curvas mais externas de 
ganho não corresponderiam às mais externas de fase. 

Por outro lado, os diagramas de Nyquist e de Nichols, por representarem a 
resposta em frequência em um único gráfico, não apresentam esse inconveniente. 
Entretanto, os gráficos no plano de Nichols, conforme já mencionado no Capítulo 
1, têm uma vantagem em relação àqueles no plano de Nyquist: a simplicidade 
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de se obter os gráficos de resposta em frequência de G(jw)K(jw) a partir dos 
individuais de G(jw) e K(jw). Além disso, no plano de Nichols, é possível ava- 
liar de imediato os valores das margens de estabilidade, assim como a eventual 
existência de ressonâncias, juntamente às frequências em que estas ocorrem. 

Sendo assim, é interesssante utilizar o plano de Nichols para representar gra- 
ficamente as incertezas estruturadas. A ideia é escolher um conjunto discreto 
de frequências de interesse e, para cada uma delas, desenhar os valores comple- 
xos da resposta em frequência correspondentes a todos? os possíveis valores dos 
parâmetros incertos. 


Exemplo 3.2 Sejam 


E = 
Gr(s) = = ae 
em que o atraso T é incerto no intervalo 0 < T < 0.2. 
Para uma frequência w qualquer, é imediato que 


1 


IGGw)|=—  [GGuo)=—5 


Grljw =>  /Gr(ju) = -3 ur. 


A Figura 3.6 mostra os gráficos de G(jw) (linha traço-ponto vertical) e de 
Gr(jw) (segmentos horizontais em linha continua), (0 < T < 0.2), para diversos 
valores de frequência entre 0.1 e 10 rad/s no plano de Nichols. 

Portanto, neste caso, foi possível obter expressões analíticas para Gr(jw), 
(0 < 7 < 0.2), não tendo sido necessário discretizar os valores do parâmetro 
incerto T, o que é muito raro de ocorrer na prática. 


O exemplo a seguir, apesar de ainda simples, é mais realista. Nele, como em 
casos mais gerais, a representação dos possíveis valores complexos de Gr(jw) para 
um dado valor de w pode ser obtida numérica e diretamente, discretizando-se os 
valores dos parâmetros incertos. 


“Na prática, trabalha-se com discretizações suficientemente finas para os valores dos parâme- 
tros. 
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Figura 3.6 — Representação de G(jw) e de Gr(jw) no plano de Nichols. 


Exemplo 3.3 Sejam 


1 
ate) s(s +2) 

e 

k 

Gals) = s(s+a)' 
em que 
1<k < L5 

e 
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É óbvio que, para cada valor de w que se escolha, G(jw) é representado por 
um único ponto no plano de Nichols. 

Por outro lado, para um dado valor de w, não é imediato obter analiticamente 
o conjunto de pontos que representam todos os valores de Gr(jw) paral < k < 1.5 
el<a<2. No entanto, é simples avaliar numericamente de forma aproximada 
esse conjunto, discretizando os valores dos parâmetros k e a, dentro dos seus 
respectivos intervalos de incerteza. 

Por exemplo, para w = 2 rad/s, tem-se 


i 1 
CG) = jato) 
e l je 
Gr(j2) = CET 


Definindo uma “grade” de discretização paral < k < 1.5 e1 <a < 2, pode-se 
construir facilmente a Figura 3.7. É claro que a uma discretização mais fina 
dos parâmetros corresponde uma estimativa mais fiel da região equivalente aos 
possíveis valores de Gr(j2). 


Figura 3.7 — Representação de G(j2) e de Gr(j2) no plano de Nichols. 


Considerando diversos valores de interesse para w, é possível construir as 
correspondentes figuras que representam Gr(jw) conforme exemplificado acima 
para w = 2 rad/s. Com isso, tem-se uma representação das incertezas em Gr 
tanto em termos de ganho quanto de fase. 

Os conjuntos de valores da resposta em frequência para cada valor de w são 
chamados de templates [Horowitz, 1993]. Conforme se verá adiante, na Seção 
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7.2, esta denominação advém do fato de que, para dada frequência, o efeito do 
compensador sobre a resposta em frequência de malha aberta do sistema pode 
ser visualizado por meio da translação dessa figura no plano de Nichols, já que 
nem sua forma, nem sua orientação são alteradas pelo compensador. 

Na prática, para cada valor escolhido de w, os templates são construídos nu- 
mericamente, ponto a ponto. Em geral, pode ser bastante difícil determiná-los 
analiticamente, pois suas fronteiras nem sempre correspondem aos valores extre- 
mos dos intervalos de incerteza dos parâmetros. Na construção ponto a ponto, 
normalmente o projetista leva em conta informações adicionais de que disponha 
a respeito da dinâmica do sistema, tais como valores particulares dos parâmetros 
que possam provocar o surgimento de ressonâncias [Maciejowski, 1989] — neste 
caso, discretizações mais finas da frequência poderiam ser necessárias nas regiões 
das ressonâncias. 


3.4 Conservadorismo da representação da incerteza na forma 
multiplicativa 


As representações das incertezas não estruturadas baseadas em módulo, como 
a função lm(w), são mais conservadoras que as representações das incertezas es- 
truturadas, porque as primeiras pressupõem que a fase do erro de modelagem 
seja totalmente desconhecida, o que não ocorre no segundo caso. 


Exemplo 3.4 Para ilustrar essa afirmação, considere novamente a mesma Gr(s) 
do exemplo anterior e admita que a função de transferência nominal seja 


1.25 


G(s) = s6+15) 


Variando numericamente os parâmetros k e a nos seus intervalos de incer- 
teza, a saber [1 1.5] e [1 2] respectivamente, para w = 2 rad/s pode-se calcular 
numericamente o valor de lm(2). Na Figura 3.8, os valores complexos Gr(j2) 
correspondentes a este valor de lm(2) são aqueles situados no interior da figura 
oval, delimitada pelo símbolo ”+”, enquanto os valores de Gr(j2) correspondentes 
à representação estruturada das incertezas são os contidos no interior do quadri- 
látero curvilíneo esboçado por meio de pontos. Como se observa, o quadrilátero 
se apresenta totalmente contido na figura oval, mostrando que a representação 
por meio do erro multiplicativo (lm) é mais conservadora que a representação da 
incerteza estruturada (template). 
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Figura 3.8 — Gr(j2) no plano de Nichols para as representações não estruturada e estru- 
turada das incertezas. 


Na prática, isso significa que, ao se projetar um controlador robusto utilizando- 
se lm, são considerados como valores da resposta em frequência de plantas “reais” 
pontos que não correspondem a pares de valores possíveis de k e de a (pontos 
situados no interior da região oval, mas externos ao quadrilátero curvilíneo). 


As técnicas Ha e LQG/LTR [Cruz, 1996], por exemplo, usam a função lm(w) 
para representar as incertezas do modelo, ao passo que o método QFT utiliza 
templates. Como a primeira representação é mais conservadora que a segunda, 
assim também são os controladores projetados num e noutro caso — controladores 
projetados pelas técnicas Hs, e LQG/LTR consideram incertezas no modelo que, 
na verdade, nunca ocorrerão. Apesar disso, com exceção de casos críticos, na 
prática é comum que ambas produzam bons resultados [Kwakernaak, 1996]. 


Capitulo 4 


Robustez da estabilidade 


Conforme foi visto, as margens de ganho e fase sao medidas rudimentares do 
quão distante de perder a estabilidade se encontra um sistema estável em malha 
fechada. 

Uma vez que agora estão disponíveis representações mais elaboradas do erro 
de modelagem — por meio da função lm e dos templates —, o objetivo principal 
deste capítulo é estudar o problema da robustez da estabilidade usando medidas 
mais apropriadas para representar a distância que um sistema em malha fechada 
se encontra da perda de estabilidade. 

Conforme já mencionado no Capítulo 3, adota-se como hipótese que Gr(s) e 
G(s) tenham o mesmo número de polos instáveis. 


4.1 O resultado fundamental 


Admita-se que a malha nominal representada na Figura 4.1 seja estável. 


Figura 4.1 — Diagrama de blocos da malha nominal. 


A questão é determinar até que ponto Gr pode diferir de G sem que a esta- 
bilidade da malha fechada seja destruída. 
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e Robustez da estabilidade no plano de Nyquist 


Seja N o número de voltas do gráfico de Nyquist de G(jw)K (jw), —o0 < w < 
oo, em torno do ponto —1 + j0 (considerado positivo no sentido horário) e P, o 
número de polos instáveis de malha aberta (polos de G(s)K(s)). Veja a Figura 
4.2. 

O fato de a malha fechada nominal ser suposta estável significa que o Critério 
de Nyquist é satisfeito, isto é, 


N = =P. 


Im[{G(jw)K(jw)] 


Figura 4.2 — Diagrama de Nyquist de G(jw) K (jw). 


Considere agora o conjunto de infinitas malhas reais representadas na Figura 
4.3. Essas malhas reais podem ser associadas a uma familia de templates ou a 
uma incerteza multiplicativa lm. 


Figura 4.3 — Diagrama de blocos das malhas reais. 


Suponha que, para cada valor de w, os possíveis valores complexos de Gr(jw)K (jw) 
pertençam a um conjunto de pontos, que obviamente contém o ponto G(jw)K (jw), 
conforme ilustrado pela área hachurada da Figura 4.4. 
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Figura 4.4 — Conjunto dos possíveis valores de Gr(jw)K (jw) para dado valor de w. 


Considerando então todos os valores de w, —co < w < ov, os valores de 
Gr(jw)K(jw) são representados, no caso geral, por uma região em torno da 
linha que representa G(jw)K(jw) e por sua região simétrica em relação ao eixo 
real (veja a Figura 4.5). De maneira um pouco mais formal, essa região pode 
ser representada pela união de todos os valores de Gr(jw)K(jw) para todos os 
possíveis Gr e todos os valores de w, isto é, 


U Gr(jw) Kw). 


GR 
—00<w<-+oo 


tim 


G,(jw)K(jw) 
G(jw)K(jw) 


Figura 4.5 — Conjunto dos possíveis valores de Gr(jw)K (jw) no plano de Nyquist para 
0<w<oo. 


O problema da robustez da estabilidade é saber em que condições todas as 
malhas fechadas reais são estáveis. 

A solução deste problema é trivial. Como, por hipótese, o valor de Pé o 
mesmo tanto para a malha nominal quanto para todas as malhas reais, a condição 
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de estabilidade para estas últimas é uma consequência imediata do Critério de 
Nyquist: basta que, para elas, valha a igualdade N = —P. 

De outra forma, basta que, entre as plantas reais, exista uma em que N 4 —P 
para que o conjunto todo não seja mais estável. 

Sendo assim, todas as malhas reais serão estáveis se o ponto —1+ 0 do plano 
de Nyquist estiver fora da região mencionada. 

Em resumo, pode-se enunciar o seguinte resultado fundamental a respeito da 
robustez da estabilidade: 


Teorema 4.1 - Teorema fundamental da robustez da estabilidade 


Uma condição suficiente para a robustez da estabilidade é 


-1+j0 ¢ U Gr(jw)K (jw). 


GR 
—00<w<+oo 


e Robustez da estabilidade no plano de Nichols 


Esse resultado pode ser enunciado da mesma forma para o plano de Nichols, 
considerando o ponto (—180°, 0dB) em lugar de —1 + j0 do plano de Nyquist 
(veja a Figura 4.6). Como se sabe, esse plano será o utilizado adiante, quando 
do estudo da técnica QFT. 

Assim, por exemplo, se para o caso da Figura 4.6 a malha nominal é estável, 
então todas as malhas reais também o são. 

Neste ponto, é oportuno lembrar um fato bastante conhecido Para sistemas 
de fase mínima, a estabilidade em malha fechada está assegurada sempre que 
as margens de ganho e fase são positivas. Assim, novamente para o exemplo da 
Figura 4.6, se o sistema é de fase mínima, tem-se a estabilidade em malha fechada 
garantida para todas as plantas reais, pois, para todas elas, as margens de ganho 
e fase são positivas. 


4.2 Condição de robustez da estabilidade para incerteza mul- 
tiplicativa 


O objetivo desta seção é exprimir o resultado fundamental da Seção 4.1 no 
caso em que a incerteza de modelagem é descrita pelo erro multiplicativo por 
meio da função lm. 
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Figura 4.6 — Conjunto dos possíveis valores de Gr(jw)K(jw) no plano de Nichols para 
0<w<oo. 


-1 5 
Re 
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1+ G(jw)K(ja) 
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G,(j@)Kjo) 


Figura 4.7 — Conjunto dos possíveis valores de Gr(jw)K (jw) e de G(jw)K (jw) no plano 
de Nyquist para 0 < w < oo. 


Para isso, considere-se a Figura 4.7 e seja w um valor qualquer da frequéncia. 
O ponto G(jw) K (jw) e um dos possíveis valores de Gr(jw)K(jw) estão indicados 
na figura. É imediato notar que uma condição para que a região hachurada não 
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contenha o ponto —1 + j0 é que a distância do ponto Gr(jw)K(jw) ao ponto 
G(jw)K (jw) seja menor que a distância deste último ao ponto —1 + 30, isto é, 


IGr(jw)K (jw) — GGw)K Gw)| < |GGw)K Gw) — (—1)] (weR). (41) 


Dividindo ambos os membros por |G(jw)K (jw)| e lembrando as definições de Am 
(equação 3.1) e da sensibilidade complementar T (equação 1.14), esta desigual- 
dade pode ser reescrita como 


|Am(jw)| < (w ER). (4.2) 


1 
IT(jw)| 

E, conforme a equação 3.2, supõe-se conhecido um limitante superior lm(w) 
para Am(w), isto é, 


[Am(jw)| < Im(w) (w €R). 
Então, para garantir a validade da condição 4.2, é suficiente que 


i 


in) < Gy] 


(w ER). 


Ou seja, 


|T'(jw)| < (w E R).| (Hoo) (4.3) 


Es 
Im (w) 


Esta é a condigao de robustez da estabilidade, expressa em termos da magni- 


tude do erro multiplicativo. Graficamente ela pode ser visualizada no diagrama 
de Bode do ganho como 1/lm(w) representando uma restrição sobre |T'(jw)| (veja 
a Figura 4.8). Costuma-se dizer que 1/lm(w) define uma barreira de robustez da 
estabilidade para o sistema. 


e Observação importante 


É interessante salientar o significado preciso do resultado que se acabou de 
apresentar: apenas o respeito à barreira de robustez da estabilidade não é sufici- 
ente para garantir a estabilidade robusta da família de plantas reais. É necessário, 
antes de mais nada, que a malha nominal também seja estável. 
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(dB) 


1/€m 

Barreira de 
robustez da 
estabilidade 


Figura 4.8 — Ilustração da condição de robustez da estabilidade. 


e Altas frequências 


Conforme já foi visto anteriormente (equação 1.26), nas frequências! em que 


IG(jw)K (jw)| <1, 


vale a seguinte aproximação: 


T (jw) = G(jw).K (jw). 


Portanto, em tais frequências a condição de robustez da estabilidade pode ser 
escrita de forma aproximada como 


(Vw : |G(jw)K(jw)| <1).| (Loop shaping) 


(4.4) 

Esta condição é muito útil na fase de projeto por loop shaping, pois ela se 

apresenta expressa em termos do Ganho de Malha |G(jw)K(jw)|, para o qual 

é simples visualizar o efeito de |K(jw)| quando se trabalha com diagramas de 

Bode?. Além disso, como se verá adiante, as condições de robustez do desempenho 
também poderão ser expressas como restrições sobre o Ganho de Malha. 


!Tipicamente altas frequências. 
2Lembre que 20log,, [GK| = 2010g19 |G| + 2010g19 |K| e, portanto, a contribuição de K é 
aditiva à de G. 
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e Baixas frequências 


Note que, em baixas frequências, por causa dos requisitos de acompanhamento 
de referência e/ou de rejeição de perturbação, tipicamente tem-se que 


IG (jw) K (ju) > 1 


e, por consequência (veja equação 1.32), 


T (jw) = 1, 
Portanto, para que a condição de robustez da estabilidade seja satisfeita, é sufi- 
ciente que 
Im(w) < 1, 
pois assim 
To= < 
jw)|~ —. 
lm(w) 


Ora, a condição lm(w) < 1 significa que 


Gr(jw) — G(jw) 
G(jw) 


ou seja, o erro relativo de Gr em relação a G deve ser inferior a 100%. Na 


< 1, 


prática, esta condição não representa uma restrição muito forte, sendo, em geral, 
simples de satisfazer, porque os erros de modelagem costumam ser relativamente 
pequenos em baixas frequências — sobretudo os erros associados a dinâmicas não 
modeladas. Em resumo, isso significa que a restrição imposta pela robustez da 
estabilidade, na prática, é relevante apenas nas altas frequências. 

As considerações anteriores podem ser resumidas pela Figura 4.9. 


e Largura de banda e qualidade do modelo nominal 


Como se sabe, largura de banda de um sistema é um conceito diretamente 
associado à sua velocidade de resposta: quanto maior a largura de banda, maior 
a velocidade de resposta. 

Como fica claro pela Figura 4.9, o erro de modelagem restringe a largura de 
banda do sistema no seguinte sentido: quanto melhor o modelo, maior a largura 
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|GK|=|T| O 


Figura 4.9 — Ilustração da condição de robustez da estabilidade (formas original e apro- 
ximada). 


de banda — e, portanto, a velocidade de resposta — compatível com a condição 
de robustez da estabilidade. Em outras palavras, para um dado modelo nominal, 
se a largura de banda resulta pequena para um determinado projeto (porque o 
seu aumento só poderia ser conseguido às custas de uma violação da barreira de 
estabilidade), então é necessário adotar um modelo nominal mais fiel (isto é, com 
menor erro de modelagem) em uma região mais ampla de frequências. 

Portanto, a abordagem de projeto no domínio da frequência explicita de forma 
clara o compromisso entre a largura de banda do sistema e a qualidade do modelo 
nominal. 


e Efeito desestabilizante de dinâmicas de altas frequências 


Um fato bastante citado no estudo de controle clássico é que dinâmicas não 
modeladas de altas frequências têm um efeito desestabilizante sobre os siste- 
mas em malha fechada. O objetivo do exemplo a seguir é ilustrar este fato, 
visualizando-o por meio da condição de robustez da estabilidade e do tradicional 
Lugar Geométrico das Raízes (LGR). 


Exemplo 4.1 Considere um motor CC que aciona uma carga inercial. Para a 
tensão de armadura como variável de entrada e a posição angular do eixo da 
carga como variável de saída, sejam 


kr 


= Fai hal 
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kr 
s|(Ls + R)Js + kykr]’ 


Gr(s) = 


respectivamente, as funções de transferência nominal e “real” do sistema. kr, kv, 
J, R e L são parâmetros do motor e da carga, cujos valores são: kr = 1N.m/A, 
ky =1V afred, J = Ikem, R= 10 ¢ b= 0.0018. 


z 


Como é evidente, no modelo “real” incluiu-se a indutância de armadura L, 
enquanto no modelo nominal a mesma foi desprezada. Isso significa que o modelo 
do sistema “real” contém uma dinâmica de alta frequência que foi desprezada no 
modelo nominal. Note também que, em baixas frequências, 


G(jw) = Gr(jw). 


Supondo que o controlador seja do tipo proporcional, isto é, 


K(s) =k, 


com k > 0, as Figuras 4.10 e 4.11 mostram os LGRs para os sistemas nominal e 
“real”, respectivamente. 


jo À 


0.67 


0.47 


Figura 4.10 — LGR do sistema nominal. 


Para melhor visualização, a Figura 4.11 apresenta um zoom do LGR do sis- 
tema “real” nas proximidades da origem. No ponto em que o LGR cruza o eixo 
imaginário, k = 1000. 
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Figura 4.11 — LGR do sistema “real” com zoom nas proximidades da origem. 


Essas figuras mostram que a malha nominal é estável para todo k > 0, ao 
passo que a malha “real” é instável para k > 1000. 

A Figura 4.12 contém a barreira de robustez da estabilidade (linha tracejada) 
e a resposta em frequência de malha fechada do sistema nominal (linha contínua) 
para k = 1000. Conforme se observa, a barreira de robustez da estabilidade é 
respeitada nesse caso, ainda que na iminência de ser violada, o que caracteriza 
uma situação limite em termos de robustez da estabilidade. Pode-se verificar 
facilmente que, ao diminuir o valor de k, o pico de ressonância de malha fe- 
chada também diminui e, por consequência, a distância à barreira de robustez da 
estabilidade aumenta. 

Esses fatos estão de acordo com o que indica o LGR do sistema “real”, isto é, 
para k = 1000 o sistema em malha fechada está na iminência de perder a estabi- 
lidade, enquanto para valores menores de k, os polos de malha fechada resultam 
mais distantes do semiplano direito. 
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(dB) 


-100 : 
102 10º 10º 


10! 
w (rad/s) 


Figura 4.12 — Ganho de malha fechada nominal para k = 1000 e barreira de robustez da 


estabilidade. 


Capitulo 5 


Robustez do desempenho 


No Capítulo 2, foi estudada a questão do desempenho nominal do sistema em 
malha fechada; neste capítulo, o objetivo é discutir o problema do desempenho 
supondo a existência de incertezas no modelo da planta. O que se pretende é 
garantir que as especificações dadas de desempenho sejam satisfeitas a despeito 
da presença dos erros de modelagem, ou, em outras palavras, sejam satisfeitas 
por toda a classe de plantas “reais”. 

Entende-se aqui por desempenho: 


e o acompanhamento do sinal de referência, 

e a rejeição de perturbação, 

e a rejeição do erro de medida, 

e a limitação do esforço de controle, 

e a compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada e 


e as características do erro estacionário. 


As condições de desempenho (exceto as referentes ao erro estacionário) serão 
expressas por restrições sobre: 


e o ganho de malha |GK| — esta é a forma utilizada no projeto por meio da 
técnica de loop shaping no diagrama de Bode; 


e os ganhos da sensibilidade |S|, da sensibilidade complementar |T| e de |K S| 
— este é o caso da técnica Hs; e 


e o ganho de malha |GK| para um conjunto discreto de frequências — esta é 
a forma utilizada pela técnica QFT no plano de Nichols. 
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5.1 Acompanhamento do sinal de referência 


Na seção 2.3 foi visto que, no caso nominal, a condição para o acompanha- 
mento do sinal de referência dar-se dentro da precisão preestabelecida por 6, era 
dada pela equação 2.7, ou seja, 


Í 
[1+ CGw)KGw)| É 


Naturalmente, quando há incerteza no modelo da planta, a condição a ser satis- 


dr (w) (w E Q,.). (5.1) 


feita é que 


1 
1+ Galw)KGwy Se) (we) (5.2) 


para todas as plantas “reais” Gr permitidas pelo erro de modelagem considerado. 
Na exposição a seguir, a análise será separada em dois casos: 


e quando se trata de incerteza representada na forma multiplicativa; e 


e quando se trata de incerteza representada por templates. 


5.1.1 Incerteza multiplicativa 


Neste caso, as plantas “reais” Gr(s) possíveis são aquelas para as quais (veja 
eqs. 3.1 e 3.2) 


[Am(w)] < bn(w) (w € R), 


em que 


Assim, como 


Grijw) = [1 + AnGw)|GGw), 


a condição da equação 5.2 pode ser reescrita na forma 


+ [1 + AmGw)|GGw)K (Jw)| > 


ôr(w) 


Ou seja, 
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+ Gj) (ju) + Am (Ge) (G0) K Ge) > = 


que é o mesmo que 


1 


D+ GUK GO] [I + Amo > ps WER). (63) 


Na 


Ora, como a especificação deve ser atendida por todas as possíveis plantas 


“reais”, esta inclusa af a planta nominal. Portanto, supondo que 


ôr(w) <1, 


tem-se 
IG(jw)K(jw)| > 1 (w E Qr), 
de onde resulta que 
T(jw) ~1 (w € 0), 


conforme havia sido visto anteriormente (eqs. 2.9 e 2.10). 
Sendo assim, a equação 5.3 pode ser escrita de forma aproximada como 


[2+ CGw) KGW] + Ania) > o (WE). 
Ou seja, 
D+ UW) KGa) P+ An (wl > (EM) (64) 
Mas, 


[1 + Am(jw)| 2 1—|Am(jw)| 2 1 — Im(w). 
Assim, se for feita a hipótese! de que 


laloz 1 


‘Note que isso significa que o erro relativo entre o modelo “real” e o nominal deve ser inferior 
a 100% na região de frequências em que se deseja que o sistema acompanhe o sinal de referência 


com tolerância ôr, o que é uma exigência um tanto fraca. 


108 Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos 


para w € Q,, uma condição suficiente para garantir a desigualdade 5.4 será 


[1+ GGw)K Go mwN> zy (E) (5.5) 
Portanto, da desigualdade 5.5, decorre que 
: E 1 
1 + G(jw)K(jw)| > LEO) (w E Oy), (5.6) 


que é a condição de robustez do acompanhamento do sinal de referência. 
Comparando esta condição com a nominal (equação 5.1), note que o lado 
direito da desigualdade passou de 


para 


[1 — Im(w)]ôr (w) 
Assim, observam-se dois fatos. 
Em primeiro lugar, com a hipótese de que 


0 < Im(w)<1 (w €EQ,), 


então 


= ee a 
[1 — Im(w)Jór(w) * ór(w) 


e, portanto, o lado direito da desigualdade 5.6 torna a condição mais restritiva 


(w E Q) 


do que a nominal, o que é razoável. Note que a razoabilidade está no fato de que 
a planta nominal é uma das possíveis plantas reais e a especificação de projeto 
deve ser satisfeita não apenas para ela, mas para todas as plantas “reais”. 

Em segundo lugar, a condição 5.6 está posta de uma forma conveniente para 
o projeto, pois ela está escrita em termos de lm, que representa o único conheci- 
mento que se supõe disponível acerca da incerteza em Gr, e do modelo nominal 
(G). 


Como normalmente 


1 
[1 — Im(w)]ðr (w) 


>1 (wEQ,), 
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a condição de robustez do acompanhamento do sinal de referência (equação 5.6) 
pode ser escrita de forma aproximada em termos do Ganho de Malha Aberta 
como 


1 
[1 — Im(w)]ðr (w) 


|G(jw) K (jw)| > (o €0,).| (Loop shaping) (5-7) 


Graficamente, esta condição significa que, para w € Q,, a barreira de acom- 
panhamento do sinal de referência passa de 


1 


DM 
S 
— 

€ 
S 


no caso nominal para 


1 
[1 — lm(w)] ôr (w) 


no caso robusto (figura 5.1). 


(dB) 


Í (Barreira de 
(1- £m) ô, robustez) 


(Barreira 


nominal) 1/6, 


Figura 5.1 — Barreiras nominal e de robustez do acompanhamento do sinal de referência 
para o Ganho de Malha Aberta |GK]. 


Observa-se assim graficamente o caráter mais restritivo da barreira de ro- 
bustez do acompanhamento do sinal de referência, já que ela se situa acima da 
barreira nominal. Isto significa que as incertezas de modelagem acarretam a 
necessidade de aumento do ganho de malha aberta, fato bastante conhecido na 
prática. 

De maneira alternativa, a condição de robustez do acompanhamento do sinal 
de referência (equação 5.6) pode ser reescrita em termos da sensibilidade como 


|S(jw)| < [1 — Im(w)] ðr (w) (w €Qr),| (Ha), (5.8) 


que também representa uma restrição mais severa sobre a sensibilidade se com- 
parada à condição nominal (equação 2.8). Veja a figura 5.2. 
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(Barreira Or 


nominal) ô, 


+— (1+ €m)5, (Barreira de robustez) 


Figura 5.2 — Barreiras nominal e de robustez do acompanhamento do sinal de referência 
para a sensibilidade |S]. 


A forma da condição de robustez do acompanhamento do sinal de referência 
da equação 5.8 é a utilizada para o projeto via Hə. 


e Nota 5.1 — Obtenção da condição 5.7 usando argumentos geométricos 


Alternativamente à forma analítica apresentada, a condição 5.7 pode ser obtida por meio de 
argumentos geométricos. Para isso, deve-se observar de início que a condição de acompanha- 
mento do sinal de referência 5.2 pode ser reescrita como 

N+ Galak Gu) > zy WEM) 

Esta condição pode ser interpretada graficamente com o auxílio da figura 5.3 da seguinte 
maneira: todos os pontos do círculo de centro no ponto G(jw)K (jw) e raio lm(w)|G(jw)K (jw)| 
devem estar a uma distância do ponto —1 não inferior a 1/6,(w). Para isto, é suficiente que a 
distância do ponto P ao ponto —1 seja maior ou igual a 1/6,(w). 


Ou seja, 
: . i é 1 
[1 + G(jw)K (jw)| — Im (w)|GGw) K jw) 2 = (w) (w E Qr). 
Considerando que, tipicamente, 
1 
TE >1 (w E€ T) 
então 
|1 + G(w)K (jw)| = |G(jw) K (jw)| (w E Qr). 
Consequentemente, pode-se escrever de forma aproximada que 
E- imlo) ICG) (Gu) y WEA). 
Por fim, supondo que 
Im(w) <1 (w E Qr), 
resulta a condição 5.7, a saber, 
, ; 1 
|G(jw)K (jw)| > (w E Dr). 


[1 — Im (w)]5r(w) 


Robustez do desempenho 111 


^im 


G(jw)K(jw) 
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Figura 5.3 — Ilustração da condição de robustez do acompanhamento do sinal de referên- 
cia no plano de Nyquist. 


5.1.2 Incerteza representada por templates 


Neste caso, parte-se da condição original (equação 5.1) 


|1 + Gr(jw)K (jw)| > 


ao (ww € Q,), (5.9) 


cujo lado esquerdo, obviamente, pode ser aproximado para a seguinte forma 


(ww € Q,), (5.10) 


quando se supõe que 6;(w) < 1. 

Seja w uma frequência qualquer de Q, e considerado o template de Gr(jw) K (jw). 
Ora, como a desigualdade 5.10 deve ser satisfeita por todas as funções de transfe- 
rência GrK permitidas pelo modelo de erro e tendo em vista que a desigualdade 
envolve apenas o módulo, no plano de Nichols isso significa que o template para 
w deve se localizar acima da barreira 20 l0g109[1/ô,(w)]. Veja a figura 5.4. 


Esta questão voltará a ser tratada mais detalhadamente durante o estudo da 
técnica QFT, no Capítulo 7. 
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Grlo) 


Figura 5.4 — Visualização da condição de robustez do acompanhamento do sinal de refe- 
rência no plano de Nichols. 


5.2 Rejeição de perturbação 


Conforme foi visto, a condição nominal obtida para a rejeição de perturbação 
no Capítulo 2 (equação 2.25), abaixo repetida para facilidade de referência, foi 


1 
|1 + Gw) K (jw)| 


< da(w) (w € Qa). 


E claro que a condição de robustez da rejeição de perturbação é dada por 


[+ GaGw)KGwy| É Sake) (w € Qa) (5.11) 


para todas as funções de transferência Gr admitidas pelo modelo de erro. Ora, 
essa condição tem exatamente a mesma forma daquela obtida para o acompa- 
nhamento do sinal de referência (equação 5.2), e, portanto, todos os resultados e 
conclusões da seção 5.1 se aplicam aqui, bastando apenas substituir Q, e 6, por 
Qq e da, respectivamente. 
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5.3 Rejeição do erro de medida 


De maneira análoga ao que foi feito nas seções anteriores, a condição aproxi- 
mada? de robustez da rejeição do erro de medida se escreve como (veja equação 
2.42) 


IGr(jw)K (jw)| < dn(w) (w E Qn). (5.12) 


5.3.1 Incerteza multiplicativa 


De forma semelhante à seção 5.1.1, neste caso a identidade 


Gr(jw) = [1 + Am(jw)|GGw) 


permite que a condição 5.12 seja reescrita como 


[L + Am (jw)] G(jw) K (Gw)| < dn(w) (w E Qn), 


e, portanto, 


[1 + Am(jw)| |[G(jw)K (jw)| < dn(w) (w E Qn). (5.13) 


No entanto, como 


[1 + Amljw)| < 1+ |Am(jw)| < 1+ ln(w) (w € R), 


uma condição suficiente para garantir a desigualdade 5.13 é 


[1 + Im(w)] |GGiw) K Gw)| < ôn(w) (w € Qn). 


Ou seja, 


IG(jw)K(jw)| < a5 (w E Qn).| (Loop shaping) (5.14) 


?Uma demonstração partindo da condição não aproximada (veja a equação 2.38) 
|Tr(jw)| < dn (w) (w E Qn), 


em que, obviamente, 
Gr(jw)K (jw) 


Tl TS eee 


é apresentada no Apéndice C. 
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Esta é a condição de robustez da rejeição do erro de medida. 

Note que o efeito do erro de modelagem foi apenas o de modificar o lado direito 
da desigualdade (compare-o com o caso nominal, equação 2.42), tornando-o mais 
restritivo (pois lm(w) > 0), como era de se esperar. 

Usualmente, 


Im(w) > 1 


para w € Qn, o que permite simplificar neste caso a condição 5.14 para 


|G(jw) K (jw)| < o (w E Do). (5.15) 


Im(w) 
A figura 5.5 ilustra a restrição imposta pela condição de robustez da rejeição 
do erro de medida como uma barreira imposta sobre o Ganho de Malha Aberta 


IGK]. 


(dB) 


(60) 


ô, (Barreira nominal) 


ô, (Barreira robusta) 
1+€m 


Figura 5.5 — Barreira de rejeição robusta do erro de medida. 


A Condição de Robustez da Rejeição do Erro de Medida 5.14 pode ser expressa 
em termos da sensibilidade complementar T. Para isto, como tipicamente 


ôn (w) 
1+lmlw) 


para w € Qn, a condição 5.14 acarreta que 


<1 


IG(jw) K Gw)| <1 


e, portanto, 


G(jw)K (jw) = T(jw). 
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Consequentemente, a condição de robustez da rejeição do erro de medida fica 


weni) (Hoo) (5.16) 


Esta forma é a utilizada quando a técnica de projeto empregada é o controle Ha. 


e Nota 5.2 — Obtenção da condição 5.14 usando argumentos geométricos 


A condição 5.14 também pode ser obtida por meio de argumentos geométricos. Para isso, 
parte-se da desigualdade 5.12, a saber, 


|Gr(jw)K (jw)| < dn(w) feo e 1). 


A figura 5.6 mostra que esta condição está satisfeita se todos os pontos do círculo de centro 
no ponto G(jw)K (jw) e raio lm(w)|G(jw)K(jw)| se localizarem a uma distância da origem do 
plano de Nyquist não superior a ôn(w). Uma condição suficiente para isto é que a distância do 
ponto P à origem seja menor ou igual a ôn(w), ou seja, 


[E (jw) K (jo) | + Im (w)|GGw).K (jw)| < dn(w) (w € Qn), 


da qual resulta de imediato a condição 5.14, a saber, 


ôn(w) 


|G(jw) K(jw)| < Tal) 


(w E Qn). 


alm 


G (jw)K(jw) 


Lw) Giw) K(jw) | 


G,(jw) K(jw) 


Figura 5.6 — Ilustração da condição de robustez da rejeição do erro de medida no plano 
de Nyquist. 
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5.3.2 Incerteza representada por templates 


Para uma frequência qualquer w € Qn, a condição 5.12 se escreve como 
IGr(jw)K Gw)| < ôn(w). (5.17) 
Considere o template de Gr(jw)K (jw). Ora, como a desigualdade 5.17 deve 
ser satisfeita por todas as funções de transferência GrK permitidas pelo modelo 
de erro e tendo em vista que a desigualdade envolve apenas o módulo, no plano 


de Nichols isso significa que o template para w deve se localizar abaixo da barreira 
20 log 9[6n(w)]. Veja a figura 5.7. 


4 (dB) 


-180° (º 
41 DOCES SDS 


Galio)kKGm) 


ô (@) 


Figura 5.7 — Visualização da condição de robustez da rejeição do erro de medida no plano 
de Nichols. 


5.4 Limitação do esforço de controle 


5.4.1 Incerteza multiplicativa 


Por extensão da condição dada pela desigualdade 2.62 para o caso em que o 
modelo apresenta incertezas, a condição para a limitação do esforço de controle 
é 


MON =| Gw)SaCiu)| < due) (ve) (648) 
em que, obviamente, 
Spljw) = f 


14 Gr(jw)K (jw) 
Ou seja, 
lu(jw)| IKGw)| 
In(jw)| [1+ GrGw)KGw)) — 
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No entanto, como 


Gr(jw) = [1 + Am(jw)|G(jw), 


tem-se 
D+ Grijw)KGw)| = |1+ Gjw)K(Gw) + AmGw)G(jw) K (jw)| 
= |[L+ GGw)K(jw)] [L+ AnGw)TGw)]| 
> [14+ G(jw)KGw)| [1 — |Am(jw)T(jw)|]. 
Mas 


1 — [An (jw)T (jw)| > 1 —Im(w)|T(jw)| > 0, 
uma vez que 
|[Am(jw)| < Im(w), 
e que, pela condição de robustez da estabilidade, 
Im(w)|T(jw)| < 1. 
Portanto, 
|1 + Gr(jw)K (jw)| > |1 + GGw)K (jw)| [1 — Im(w)|T(jw)|] > 0. 
Consequentemente, 
EG LK (ju)| 
[1 + GrGw)K(jw)| ~ [1+ Gu) K (jw)|[1 — Im) |T(w)|]’ 
ou seja, 
|K(jw)| [A (jw) S(jw)| 
[1 + Gr(jw)K(jw)| ~ 1—Im(w)|TGw)| 
Desse modo, uma condicao suficiente para garantir a desigualdade 5.19 é 
|K(jw)S(Gw)| 
1 — Im(w)|T(jw) 


| < Sula) (w E Qn). 


Assim, se? 
1 
T(jw)| << ——~ weEQ 
3Note que essa condição é atendida quando se requer também a rejeição do erro de medida: 
bn (w) 
ah < Qn 
Mio) CER) 
no caso comum em que 
ôn(w) <1 (w E Qn) 


Im(w) >> 1 (w E€ Qn). 
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resulta por fim a aproximação para a condição de robustez da limitação do esforço 
de controle: 


| (jw)S(jw)| < du(w) (w €OQn).| (Hoo) (5.20) 


Note que, como era de se esperar para w € Qn, esta condição resultou idêntica 
àquela do caso nominal (equação 2.61). 

A partir dela, é simples obter outra condição expressa em termos do ganho 
de malha. Para isso, note-se que 


S(jw) = 1 (w E€ Qn), 
visto que 
IG(jw)K(Gw)| <1 (w E Qn) 


e, portanto, de 5.20, tem-se 
|K (jw)| < du(w) (w E Qn). 


Note-se que essa condição impõe uma restrição sobre a largura de banda do 
controlador. 

Multiplicando ambos os membros por |G(jw)|, resulta por fim a condição de 
robustez da limitação do esforço de controle expressa como uma restrição sobre 
o ganho de malha: 


|G(jw) K (ju)] < 6u(w) GGW)  wWE).| (Loop shaping) (5.21) 


Note que tanto a condição 5.20 quanto a 5.21 resultaram independentes da 
incerteza no modelo e, portanto, idênticas às condições obtidas para o caso nomi- 
nal, a saber, 2.62 e 2.66. Esse fato é compreensível, uma vez que Sp na equação 
5.18 é tal que 

Spljw)~1 (we) 


para todas as Gr admissíveis pelo modelo do erro. 


5.4.2 Incerteza representada por templates 


Considerando que, para atender à especificação de rejeição do erro de medida, 
usualmente 
IGa(jw)K(jw)| <1 


para w € Qn e, portanto, 
Sr(jw) ~ 1, 
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da condição 5.18 resulta a forma aproximada 
|K(jw)| < du(w) (w E Qn), 


a qual, como se pode notar, representa uma restrição sobre a largura de banda 
do controlador. 

Portanto, em termos do ganho de malha [GK|, tem-se a condição de robustez 
da limitação do esforço de controle para o caso em que a incerteza é representada 
por templates: 


IG(jw)K (jw)| < du(w)|GGw)| (w E Qn). | (5.22) 


Dado que essa condição não depende de Gr, mas apenas de G, então é o 
ponto GK que, no caso geral, deve se situar abaixo da restrição 6,|G|, e não o 
template (figura 5.8). 


(dB) 


-180 


6,(w)|G (jw) | G (jw)K(jw) G, (jw) K(iw) 


Figura 5.8 — Visualização da condição de robustez da limitação do esforço de controle no 
plano de Nichols para w € Qn. 


5.5 Sistemas com dois graus de liberdade 


Da mesma forma que foi feito para o caso nominal na seção 2.7, aqui, em 
um contexto de incertezas de modelagem, serão discutidas as duas situações mais 
comuns de interesse prático, a saber: 


e À primeira é aquela em que o controlador K é suposto dado. O problema 
então é obter uma condição que permita estabelecer se um determinado 
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pré-filtro F é compatível com a malha fechada. Neste caso, mais comum 
na prática, o controlador K é projetado de maneira que a malha fechada 
atenda a especificações de robustez da estabilidade e do desempenho — tais 
como, rejeição de perturbação, rejeição do erro de medida e limitação do 
esforço de controle —, mas a resposta temporal para um determinado sinal 
de referência não é satisfatória. 


Na segunda situação, admite-se que o pré-filtro F tenha sido dado. O pro- 
blema consiste então em projetar o controlador K de maneira que tanto 
o pré-filtro seja compatível com a malha fechada quanto esta atenda a es- 
pecificações de projeto dadas — tipicamente, robustez da estabilidade e do 
desempenho. 


5.5.1 Escolha do pré-filtro para compatibilidade com a malha fechada 


Nesta seção, admita que o controlador K seja dado e o objetivo seja encontrar 


uma condição que assegure a robustez da compatibilidade entre o pré-filtro e a 


malha fechada. 


Analogamente ao que foi feito na subseção 2.7.2, a condição a ser satisfeita 


neste caso é 


|F (jw)[TrGw) — 1]| < ôr (w) (w E€ QF), 


em que wr e a função p(w), (w € QF), são dadas e 


O Galjw) K (jw) 
Tale) = TT Gnu) KGa) 


Ou seja, 


|F Gw)| 
+ GRE] É ont) (ww € QF). (5.23) 


e Incerteza multiplicativa 


Neste caso, como 


Grijw) = [1 + AnGw)|GGw), 


tem-se 


1 + Gr(jw)K Gw)| [1 + G(jw).K (jw) + AmGGw)K (jw)| 
[1 + GGw)K(jw)| |1 + Am(Gw)TGw)| 


2 [1+ G(jw)K (jw) [1 — lm) Tw), 
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onde a desigualdade decorre do fato de que 
[1+ Am(jw)T(jw)| > 1 —Im(w)|T (jw) |, 
dado que 
|Am(w)| < Im(w). 
Note que 
[1 + G(jw).K Gu) [1 — Im(w)|T(jw)|] > 0 
quando a condicao de robustez da estabilidade 


Im(w)|T (jw)| <1 


é satisfeita. 
Em resumo, 


|1 + Gr(jw)K (jw)| > |1 + GGw)K (jw)| [L — lm (w)|T(Gw)|] > 0. 
Sendo assim, 


Ego L IF Gu) 
[+ Cau) KGa) É CG KG) — mOT Go] 


Consequentemente, para garantir que a desigualdade 5.23 seja respeitada, 
basta que 


|F(jw)| T 7 
+ GGu)KGw)|[1 og FA = WE OF), 
que pode ser reescrita como 
PPL gee) ENG) e pu " 
Timor] St) ue) pa) 


Esta é a condição de robustez da compatibilidade entre o pré-filtro e a malha 
fechada procurada. Note que, como K foi suposto conhecido, o mesmo ocorre 
com T, e, portanto, neste contexto a condição 5.24 representa efetivamente uma 
restrição sobre F. 


e Incerteza representada por templates 


Da equação 5.23, tem-se 


itatag > HOI 


= di (w € Op). (5.25) 
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No entanto, 
1 + Grjw)K jw)| > |GrGw)K(jw)| -1 > 0, 
em que a última desigualdade é uma decorrência de 
IGr(jw)K (jw)| > 1 (w € Qp). 


Sendo assim, para que valha a desigualdade da equação 5.25, é suficiente que 


Garasi 29 wen 
dr(w) 


ou seja, 


[IF Gw)| < brw)[IGaGw)K(Gw)|- 1] (we Or). (5.26) 


Uma vez que a malha fechada foi suposta projetada previamente e, portanto, 
K foi admitido conhecido, essa é a condição de robustez da compatibilidade entre 
o pré-filtro e a malha fechada a ser satisfeita por F para o caso em que a incerteza 
de modelagem é expressa por meio de templates. 


5.5.2 Projeto do controlador para compatibilidade entre a malha fechada 
e o pré-filtro 


Nesta seção, é tratado o problema em que o pré-filtro é dado a priori e o 
objetivo é projetar o controlador K de maneira a garantir a robustez da compa- 
tibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada. 


Definindo Cpl jus) K (jus) 
. w w 
Ta(jw) = — To 
1+ Grljw)K (jw) 
e tendo em vista a desigualdade 2.68, estabelecida no caso nominal para a con- 


dição de compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada, é imediato que, 
quando há incertezas na dinâmica da planta, a robustez da compatibilidade exija, 
para todas as Gpr possíveis, que 


|F(jw)[Tr(jw) — 1]| < ôr (w) (w < wp). 
Ou seja, 
Gr(jw)K (jw) ðr (w) o 
T+GrGw)KGw) |S TFGay CS9 
que é o mesmo que 
Era E at (w E Qp). (5.27) 
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e Incerteza multiplicativa 


> Condição para o projeto via Ho 


Partindo do lado esquerdo da desigualdade 5.27 e considerando que 
Gr(jw) = [1 + Am(jw)|G (jw), 


tem-se 
[1+ Gr(jw)K Gw)| = |1 + [1 + AmGw)|G(jw)K Gw), 


ou seja, 
[1 + GrGw)K(jw)| = [+ GGw)K (jw)][1 + Am(jw)T(jw)]]- (5.28) 
No entanto, esta suposto que 
T(jw)~1 (w<w) 


e que 
Wp < Wp. 


Consequentemente, pode-se aproximar a equação 5.28 por 
1 + Gr(jw)K (jw)| = |[1 + GGw).K (jw) [1 + Am (Guw)]] (w E Qp). 


Contudo, supondo que 


Im(jw) <1 (w E QF) 
tem-se 
|1 + Am(jw)| > 1— |Am(jw)| > 1 — lm(w) > 0 
e, portanto, 
|1 + Gr(jw)K (jw)| > |1 + GGw)K (jw)|[1 — Im()] (w € Op). 


Entao, para garantir que a desigualdade 5.27 esteja satisfeita, é suficiente 


impor que 
Id + CG Ko) — tm (w)] > Fao (ue eg), 
ou seja, 
|S(juo)| < B= ea (w€Qp).| (Ho) (529) 
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Esta é a condição de robustez da compatibilidade entre o pré-filtro e a malha 
fechada apropriada para o projeto utilizando a técnica Hs. Como F foi suposta 
dada, essa condição impõe, de fato, uma restrição sobre K por meio de S. 


> Condição para o projeto via loop shaping 


Considerando novamente o lado esquerdo da desigualdade 5.27, tem-se 
[1 + Gr(jw) K (jw)| = [1 + [1 + Am(jw)|GGw) K Gw)]. 
Mas 
[1+ [1+ Am(Gjw)|GGw)K(jw)| > [1 + AmGw)]GGw)K(jw)| — 1 
e, portanto, 
[1 + Gr(jw) K (jw)| > |[1 + Am(jw)|GGw)K(gw)| — 1. 
Ou seja, 
|1 + Gr(jw) K (jw)| > | + Am(w)]] |GGw)K Gw)| — 1. 
Por outro lado, supondo novamente que 
lma < 1 (w E QF) 


tem-se 
|1 + Am(jw)| > 1 — lm(w) > 0, 


conforme já visto. Consequentemente, 
|1 + Gr(jw)K (jw)| > [[1 — Im(w)] |G(jw) K (jw)| — 1 
e, portanto, para que a condição 5.27 seja obedecida, é suficiente quet 


|F (jw)| 
ôr (w) 


[1 — Im(w)] |G Gw)K(jw)| -1 > (w E Qp). 


“Note que, para w € Nr, 
[1 — In (w)] |GGw)K (jw)| — 1 > 0, 


uma vez que |G(jw)K (jw)| > 1 (pois T(jw) = 1) e, normalmente, lm(w) < 1, mas não próximo 
de 1. 
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Ou seja, 
IE Gw)| 
GGK 2 E(w Mp),| (Loop shaping) (5.30) 


que é a condição de robustez da compatibilidade entre o pré-filtro e a malha 
fechada apropriada para o projeto utilizando a técnica de loop shaping. Assim 
como no caso anterior, essa condição impõe efetivamente uma restrição sobre K, 
uma vez que F foi aqui suposta dada. 


e Incerteza representada por templates 


O desenvolvimento aqui é exatamente o mesmo que levou à equação 5.26, 
razão pela qual a condição de robustez da compatibilidade entre o pré-filtro e a 
malha fechada que se obtém é a mesma, a saber, 


Grljw)K(jw)| > 1 + EU (wE Gp). (5.31) 


Or(w) 


Neste caso, entretanto, admite-se que F seja dado e a condição representa 
uma restrição para o projeto de K. 

Para qualquer valor de w € Qp, graficamente ela significa que todos os pontos 
do template de |Gr(jw)K(jw)| devem se situar acima da reta correspondente ao 
ganho 1+|F(jw)|/ôr, podendo ser visualizada na forma ilustrada pela figura 5.9. 


5.6 Erro estacionário 


Considere o sistema representado na figura 5.10, com a perturbação represen- 
tada na saída da planta. Nesta seção, serão apresentadas as condições de robustez 
do erro estacionário para sinais de referência r(s) degrau e rampa unitários. 

Por ser praticamente idêntica, em vista das semelhanças já observadas no 
caso nominal (veja seção 2.9), não será feita a análise para perturbações agindo 
na malha. 

É evidente que se trata aqui apenas do caso em que o erro estacionário é 
não nulo, uma vez que a presença em número apropriado de polos na origem da 
função de transferência de malha garante que o erro estacionário seja nulo não 
apenas para a planta nominal, mas também para as plantas “reais”. 
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G, (jw) K(jw) 
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Figura 5.9 — Visualização no plano de Nichols da condição de robustez da compatibilidade 
entre o pré-filtro e a malha fechada. 


Figura 5.10 — Sistema em malha fechada para estudo do erro estacionário. 


5.6.1 Incerteza multiplicativa 


e Entrada degrau unitário 


Admitindo que Gr(s)K(s) seja do Tipo 0, da equação 2.76 é imediato que o 
erro estacionário para entrada degrau unitário seja dado por 


1 
€ss = fare a ee eee 
1 + Gr(j0)K (j0) 


Assim, se ss representa o valor especificado para o erro máximo, isto é, 
less| Es Oss; 


então a condição que deve ser respeitada é 


1 
r a < Oss 
1 + Gr(j0).K(70)| 
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para todas os possíveis valores de Gr(j0) associados a Ln(0). 
Observando a semelhança desta condição com a equação 5.2 e admitindo que 


L,(0) < 1, 


a mesma argumentação apresentada na subseção 5.1.1 conduz a 


1 


1+ OGOKGO > or 


(5.32) 


ou seja, 


|S(j0)| < [1 — Im(0)Jôss.| (Hoo) (5.33) 


Esta é a condição de robustez do erro estacionário para entrada degrau uni- 
tário, expressa em termos da sensibilidade, quando a incerteza de modelagem é 
dada na forma multiplicativa. 

Supondo, como é usual, que 

bss <1, 


a condição 5.32 pode ser expressa de forma aproximada com base no ganho de 
malha como 


1 


IG(O)K(0)| > i-re 


(Loop shaping) (5.34) 
Esta é a condição de robustez do erro estacionário para entrada degrau uni- 
tário expressa em termos do ganho de malha para a incerteza de modelagem na 
forma multiplicativa. 
Como era de se esperar, as equações 5.33 e 5.34 têm a mesma forma de 5.8 e 
5.7, respectivamente. 


Note que, quando G(s)K(s) é da forma 


o (18 +1)(728 +1)... (Tms + 1) 
G(s)K(s) = Kore 54 sF) (Tao + 1)’ 


a condição 5.34 se reduz a 


(5.35) 
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e Entrada rampa unitária 


Admita que Gr(s)K(s) no sistema da figura 5.10 seja do Tipo 1. Conside- 
rando uma rampa unitária como sinal de referência, 


il 
r(s) Et 82 


o Teorema do Valor Final fornece o valor do erro estacionário: 


ess = lim ———_——.. 5.36 
Ra s>0 sGr(s)K(s) 

Para simplificar a apresentação a seguir, admita que o polo na origem da 
função de transferência de malha seja de Gr(s). Neste caso, pode-se escrever 


Gr(s) como 


Gr(s) = Sato), (5.37) 


em que G'(s) não tem polos na origem. De maneira análoga, 
G'(s 
G(s) = EA 


Com isso, a equação 5.36 pode ser reescrita como 
_ 1 
E GROK) 


e, portanto, se ds, representa o valor máximo admissível para [ess|, então é ne- 
cessário que 


j s 1 
IGRGOK(O)| > —. (5.38) 
Mas como 
G'r(J0) = [1 + Am(50)]G" (J0), 
então a equação 5.38 pode ser reescrita como 
. . . 1 
1 + Am (50) |G"(g0)K (90)| > E (5.39) 


Por outro lado, 
[1 + Am(J0)| > 1 — | Am(50)| > 1 — Im (0) 


e, supondo que 
Lali) <1, 
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para que a desigualdade 5.39 se verifique, basta impor que 


: : 1 
[1 = Im (ONG! (70) KOGO) > = 
ss 
Por fim, obtém-se a condição de robustez do erro estacionário para entrada 
rampa unitária para o caso em que a incerteza é expressa na forma multiplicativa: 


IG (G0)K(50)| > (5.40) 


1 
[1 — Im (0)]ðss 


Da mesma forma que no caso da resposta a degrau, também aqui a equação 


5.40 tem a mesma forma de 5.8. 


Note que, quando G(s)K(s) é da forma 


(Tis + 1)(T28s + 1)... (Tms + 1) 


G(s) K(s) = Bets T 1)(Tos = 1) ae (Ts T 1)’ 


a condição 5.40 se reduz a 


(5.41) 


5.6.2 Incerteza representada por templates 


e Entrada degrau unitário 


Supondo que Gr(s)K(s) seja do Tipo 0, da equação 2.76 resulta que o erro 
estacionário para entrada degrau unitário é dado por 


ji 
Ess = 7 ae 
1 + Gr(j0)K (J0) 


Portanto, se ôss é o valor especificado para o erro máximo, isto é, 
ZA < Oss; 


então a condição que deve ser satisfeita é 


1 
|1 + GrG0)K(0) 


| < ss 


para todas os possíveis valores de Gr(j0) associados ao template. 


130 Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos 


Normalmente, 
Oss < I, 


de maneira que a condição anterior pode ser aproximada por 


IGr(0)K (70)| > (5.42) 


1 
Oss ` 


Isso significa que, no plano de Nichols, todo o template de Gr(j0)K(j0) deve 
se localizar acima da reta 1/ôss, conforme ilustra a figura 5.11. 


*(dB) 


1 G,(/0)K(/0) 
bss 


LEE FILIP LITT IL EP PTET LLIT LIT 


©) 


Figura 5.11 — Visualização da condição de robustez do erro estacionário para entrada 
degrau no plano de Nichols. 


Note que Gr(j0)K(j0) é um número real (em geral positivo) e, portanto, o 


template correspondente é um segmento de reta vertical (em geral localizado na 
fase 0º). 


e Entrada rampa unitária 


Supondo agora que o sistema seja do Tipo 1, a condição para que o erro estaci- 
onário para entrada rampa unitária seja limitado por ôss é dada pela desigualdade 
5.38, a saber, 


IGR(O)K(0)| > (5.43) 


1 
Oss 


em que, conforme a equação 5.37, 
G'p(s) = sGr(s). 


Considerando o template de G'p(j0)K(j0), a condição 5.43 pode ser visuali- 
zada no plano de Nichols conforme ilustra a figura 5.12. 
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> 
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Figura 5.12 — Visualização da condição de robustez do erro estacionário para entrada 
rampa no plano de Nichols. 


Note que, também neste caso, G’,(j0)K(j0) é um número real (em geral po- 
sitivo) e o template associado é um segmento de reta vertical (em geral localizado 
na fase 0º). 


5.7 Em que ponto estamos? Para onde vamos? 


Neste ponto do texto, está definido o que é requerido do sistema de controle 
para garantir a sua robustez tanto da estabilidade quanto do desempenho. Em 
outras palavras, até aqui dispõe-se de ferramentas de análise de um projeto no 
sentido de que, sendo dado o compensador K (s), é possível verificar se as condi- 
ções de robustez da estabilidade e do desempenho da malha estão satisfeitas. 

Assim, está claro o que é preciso fazer para resolver o problema de projeto, 
isto é, para determinar o compensador K(s), mas não há qualquer indicação de 
como obter K(s). 

O objetivo deste texto daqui em diante é apresentar algumas formas de resol- 
ver o problema de projeto robusto. 

Em princípio, pode-se utilizar a técnica ou a ferramenta que se julgue mais 
adequada ou aquela com a qual o projetista tenha maior desenvoltura. Alguns 
exemplos simples de loop shaping usando recursos de controle clássico são apre- 
sentados no Capítulo 6. 

Além disso, apresentam-se também duas técnicas bastante conhecidas que 
podem ser utilizadas para resolver o problema de projeto robusto colocado, a 
saber, QFT, quando as incertezas são representadas por meio de templates, e 
Ho, para o caso em que as incertezas são consideradas como não estruturadas. 


Parte II 


TECNICAS DE PROJETO 
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Capitulo 6 


Loop shaping utilizando controle 
classico 


Por meio de alguns exemplos simples, o objetivo deste capitulo é ilustrar o 
projeto via loop shaping de um sistema de controle utilizando as ferramentas 
tradicionais de controle clássico, como os diagramas de Bode, o Método do Lugar 
das Raízes etc. 


6.1 A planta 


O sistema a ser considerado neste capítulo será aquele já introduzido na seção 
3.2, em que um motor CC aciona uma carga inercial por meio de um sistema de 
transmissão constituído por um redutor de velocidade e um eixo longo, conforme 
ilustra a Figura 3.2, aqui reproduzida novamente na Figura 6.1 para facilitar a 


referência. 


r<1 


Figura 6.1 — Ilustração esquemática da carga inercial acionada por motor CC. 
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O modelo nominal da planta, supondo o eixo infinitamente rígido, é dado por 


0.1333 
G(s) = Te 40.3067) 


Conforme visto no Capitulo 3, as incertezas de altas frequéncias do modelo 
estão associadas à dinâmica não modelada proveniente da flexibilidade do eixo. 
Além disso, há também uma incerteza paramétrica no valor do momento de 
inércia da carga. O gráfico da função lm(w), apresentado na Figura 3.4, também 
é reproduzido novamente aqui (Figura 6.2) por facilidade. 
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Figura 6.2 — Gráfico do erro multiplicativo. 


6.2 Exemplo - Sistema de controle com 1 grau de liberdade 


Este caso ilustra o projeto do controlador para um sistema de controle com 1 
grau de liberdade. 


Exemplo 6.1 As especificações de desempenho são as seguintes: 
e rejeição de perturbação com erro máximo de 1% para w < 0.01 rad/s e 


e rejeição do erro de medida com erro máximo de 1% para w > 10 rad/s. 
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O problema é definir uma função de transferência K(s) para o controlador, 
de maneira que sejam satisfeitas as restrições de projeto impostas sobre o ganho 
de malha |G(jw)K (jw)|. 


e 1? Tentativa 


Como primeira tentativa de projeto, escolhe-se o compensador 
Kis) =1. 


Evidentemente, a condição mais fundamental que deve ser garantida é a es- 
tabilidade nominal do sistema em malha fechada. 

Verifica-se de imediato que os polos de malha fechada do sistema são —0.1533+ 
j0.3314 e, como não há cancelamento entre polos e zeros da planta e do compensa- 
dor no semiplano direito, tem-se a estabilidade interna nominal em malha fechada 
assegurada. 

A Figura 6.3 mostra o diagrama de Bode de \G(jw)K(jw)|, juntamente às 
barreiras de robustez da estabilidade (1/lm), de robustez da rejeição de perturba- 
ção (BF) e de robustez da rejeição do erro de medida(AF), além dos Ganhos de 
Malhas Aberta (|GK\|) Fechada |T]. 

Nota-se claramente que, embora a condição de robustez da estabilidade te- 
nha sido respeitada, as restrições de projeto resultaram violadas tanto em baixas 
como em altas frequências e, portanto, o compensador K(s) = 1 não resolve o 
problema. Mais do que isso, é evidente que um simples aumento de ganho seria 
satisfatório para fazer com que a barreira de robustez do desempenho em bai- 
xas frequências fosse respeitada, mas isso faria com que em altas frequências a 
situação se tornasse ainda pior. 


e 22 Tentativa 


Como segunda tentativa, considera-se um compensador que forneça um au- 
mento de ganho em baixas frequências e produza uma atenuação em altas frequén- 
cias. 

A Figura 6.3 mostra que, na frequência w = 0.01 rad/s, um aumento de ganho 
de aproximadamente 7.2 dB (ou seja, por um fator de 2.3) é necessário. Em favor 
da segurança, é escolhido então um compensador que tenha um ganho de 2.5 em 
baixas frequências. 

Para reduzir o ganho em altas frequências e evitar a violação da barreira de 
desempenho, é considerado de início um compensador simples com um polo real. 
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Figura 6.3 — Diagrama de Bode de |G(jw)K(jw)| com as restrições de projeto para o 
compensador K(s) = 1. 


Observando novamente a mesma Figura, escolhe-se um polo ao qual corres- 
ponda a uma frequência de canto situada entre a frequência de cruzamento de 
0dB de |G| (isto é, aproximadamente 0.3 rad/s) e a frequência a partir da qual 
se localiza a barreira de desempenho em altas frequências (isto é, 10 rad/s). 

Após umas poucas tentativas, verifica-se que uma frequência de canto de 6 
rad/s e, portanto, um polo de valor —6 é adequado. 


Em resumo, propõe-se o compensador 


2.5 


K(s) = EFI 


Neste caso, os polos de malha fechada do sistema nominal são —6.0574 e 
—0.1246 + j0.5609 e, portanto, está garantida a estabilidade nominal. 

A Figura 6.4 mostra o resultado neste caso. 

O Lugar Geométrico das Raízes (LGR) é apresentado na Figura 6.5. Os 
polos de malha fechada se localizam nas extremidades dos ramos do LGR. Note 
que as escalas dos eixos real e imaginário são diferentes, e, portanto, os polos 
dominantes não são tão subamortecidos como o gráfico pode dar a impressão à 
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Figura 6.4 — Diagrama de Bode de |G(jw)K(jw)| com as restrições de projeto para o 
compensador K(s) = 2.5/(s/6 + 1). 


primeira vista — o valor do coeficiente de amortecimento é 


€ = 0.2239. 


e Validação do projeto 


Com o propósito de validar o projeto, foram realizadas algumas simulações. 

Para isso, utilizou-se o modelo “real” do sistema, contendo tanto a dinâmica 
torcional do eixo, como a incerteza no parâmetro Jr — neste último caso, foram 
utilizados os valores mínimo, médio e máximo do parâmetro. 

De início foram realizadas simulações considerando uma perturbação senoidal 
de amplitude unitária e frequência igual a wa, isto é, 0.01 rad/s. Os resultados 
se encontram na Figura 6.6. As linhas de cor cinza representam as respostas do 
sistema “real” para os três valores considerados do parâmetro Jz; a linha preta 
corresponde à saida do sistema nominal; e a linha pontilhada é o gráfico de 1% 
da perturbação (para facilitar a comparação na escala da saída do sistema). 
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Figura 6.5 — Lugar das Raízes para o sistema nominal com o compensador K(s) = 
2.5/(s/6 + 1). 


E possível notar que, conforme a especificação de rejeição de perturbação, as 
saídas “reais” têm, em regime estacionário, amplitudes ligeiramente inferiores a 
1% da amplitude da perturbação. Além disso, as respostas “reais” da nominal são 
visualmente quase indistinguíveis. 

Como segunda verificação, foram realizadas simulações do sistema “real” nas 
mesmas condições anteriores para um erro de medida senoidal de amplitude uni- 
tária e frequência wn, a saber, 10 rad/s. Os resultados são apresentados na Figura 
6.7, na qual em cinza são desenhados os gráficos das saídas do sistema “real” e 
em preto, do sistema nominal; a linha pontilhada é o gráfico de 1% do erro de 
medida. 

Observe que os resultados estão de acordo com a especificação de rejeição 
do erro de medida, pois as saídas “reais” em regime estacionário têm amplitudes 
inferiores a 1% da amplitude do erro de medida. A folga obtida deve-se ao fato de 
que, na frequência de 10 rad/s, o Ganho de Malha resultou aproximadamente 11 
dB abaixo da barreira de robustez da rejeição do erro de medida, o que corresponde 
a uma atenuação adicional por um fator de aproximadamente 0.28, conforme 
mostra a Figura. 
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Figura 6.6 — Saída do sistema “real” para perturbação senoidal. 


6.3 Exemplo — Escolha do pré-filtro para compatibilidade 
com a malha fechada 


O exemplo a seguir procura ilustrar a escolha do pré-filtro em um sistema de 
controle com dois graus de liberdade, em que o controlador K(s) foi projetado 
previamente com vistas a atender requisitos de robustez da estabilidade e do 
desempenho da malha fechada. 


Exemplo 6.2 Considere novamente o Exemplo 6.1, em que o controlador K(s) da 
malha fechada foi aquele projetado com vistas a atender a condições de robustez 
da estabilidade, da rejeição de perturbação e da rejeição do erro de medida. Com 
esse controlador na malha fechada, a aplicação de um degrau unitário na entrada 
do comparador produziu na saída a resposta temporal nominal apresentada na 
Figura 6.8. Admita que o sobressinal resultante de 50% seja excessivo e que se 
deseje reduzi-lo para no máximo 5%. 
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Figura 6.7 — Saída do sistema “real” para erro de medida senoidal. 
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Figura 6.8 — Resposta do sistema nominal em malha fechada a degrau unitário aplicado 
no comparador. 
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e Definição do pré-filtro 


Para reduzir o sobressinal, decide-se introduzir um pré-filtro no sistema com 
uma função de transferência de 2º ordem na forma normalizada 


_ wN 
s? + 2Ewns + wr 


F(s) 


com 
€=0.7, 


o que resulta um sobressinal de aproximadamente 4.8% e, portanto, de acordo 
com o desejado. 
Resta então escolher o valor do parâmetro wy para definir o pré-filtro. 
Considerando que o valor do tempo de acomodação para uma faixa de 2% em 
torno do valor estacionário é dado por 


4 
tA) = fw 
e que, normalmente, é desejável que esse valor seja o menor possível, deve-se 
escolher o maior valor de wn permitido). 

Como se supõe que a malha fechada tenha sido projetada adequadamente para 
atender a outros requisitos de projeto (no caso presente, robustez da estabilidade, 
da rejeição de perturbação e do erro de medida), trata-se então de escolher o 
valor do parâmetro de maneira a garantir a robustez da compatibilidade entre o 
pré-filtro e a malha fechada (equação 5.24). 

Para isso, inicialmente é necessário definir wp e dp(w). 

Escolhe-se em princípio 


ôr(w) = 0.1 (w E€ QF), 


valor este sujeito a eventual ajuste posterior, caso a resposta temporal seja julgada 
insatisfatória. 

Quanto à escolha do valor de wp, considere que o pré-filtro deixe passar com 
distorção aceitável frequências até aquela em que o ganho de F seja maior do que 
-20 dB. Ou, em outras palavras, para efeitos práticos, considera-se que o pré-filtro 
corte as frequências acima daquela correspondente ao ganho de -20 dB. Ou seja, 
wp é tal que 

|F(jwr)| = —20dB. 


10 tempo de subida e o instante de pico também são mínimos nesse caso. 
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Por outro lado, deve-se notar que, para um sistema de 2 ordem na forma 
normalizada com € = 0.7, o ganho é menor do que -20 dB para frequências acima 
de aproximadamente 3wn, de maneira que 


Wp = 3WN 


e, portanto, o problema se reduz a definir o valor de wy. 
A Figura 6.9 contém os gráficos de 
[E (ju) IP Qu) — 1| 
1 — Im(w)|T(jw)| 
em função de w (veja a equação 5.24) para 5 valores de wy, igualmente espaçados 


em escala logarttmica entre 0.10 e 0.12 rad/s, a saber, 


wy € {0.1000 0.1047 0.1095 0.1147 0.1200}. 


(dB) 


-200 4 1 4 1 ' 
10° 10? 10° 10° 10! 10? 10° 
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Figura 6.9 — Robustez da compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada. 


A Figura 6.10 mostra um zoom dos gráficos anteriores para frequências entre 
0.1 e 0.45 rad/s e ganhos ligeiramente inferiores a -20 dB. Os gráficos apresentam- 
se ordenados de baixo para cima, de acordo com os valores crescentes de wy. 

Observe que a curva associada ao valor de wy = 0.12 rad/s é a que se encontra 
mais próxima da linha correspondente ao valor de -20 dB, mas ainda abaixo dela, 
sendo por isso a mais apropriada. Assim, 


wn = 0.12 rad/s 


Estes valores foram obtidos após algumas tentativas. 
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Figura 6.10 — Zoom da Figura 6.9. 


e, portanto, 


wr = 0.36 rad/s. 


e Validação do projeto 


Uma vez definido o pré-filtro, são realizadas simulações para fins de validação do 
projeto. Utiliza-se para isso o modelo “real”, que inclui a flexibilidade do eixo e a 
incerteza nos valores do parâmetros Jr. 

Para um degrau unitário aplicado no pré-filtro, a Figura 6.11 contém as saídas 
do sistema “real” (linhas cinzas) e nominal (linha cheia preta), assim como do 
pré-filtro (linha pontilhada preta). 

Observe que as respostas do sistema “real” são visivelmente próximas tanto 
da resposta do sistema nominal como da saída do pré-filtro. Considera-se assim 
que não seja necessário refinar o projeto, ajustando os parâmetros escolhidos para 
realizá-lo. 

A validação do projeto poderia terminar aqui, uma vez que as respostas a 
degrau do sistema “real” mostraram-se satisfatórias. No entanto, para comple- 
mentar o processo de validação, os resultados a seguir são apresentados. 

Para isso, é simulado o sistema “real” aplicando-se um sinal senoidal de am- 
plitude unitária e frequência igual a wp = 0.36 rad/s. Os erros na saída do com- 
parador são mostrados na Figura 6.12 — em cinza, os erros do sistema “real”; 
em linha cheia preta, o erro para o sistema nominal; e em linha pontilhada, a 
senoide aplicada multiplicada por um fator de 0.1 para facilitar a comparação. 
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Figura 6.11 — Respostas do sistema “real”, nominal e do pré-filtro para degrau aplicado 
no pré-filtro. 
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Figura 6.12 — Erros para sistemas “real” e nominal para sinal senoidal aplicado na entrada 
do pré-filtro. 


Pode-se notar que, em regime estacionário, a amplitude do erro para o sistema 
“real” no pior caso é de praticamente 10%, o que está em conformidade com o 
valor escolhido de dp(w) = 0.1. 
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6.4 Exemplo - Projeto da malha fechada para compatibili- 
dade com o pré-filtro 
O terceiro exemplo deste capítulo tem por objetivo ilustrar o projeto do con- 


trolador K(s) de um sistema de controle com dois graus de liberdade em que o 
pré-filtro é dado previamente. 


Exemplo 6.3 Considere a planta da Seção 6.1. Deseja-se projetar um sistema de 
controle com dois graus de liberdade para o qual o pré-filtro é dado por 


F(s) = 55 
2 +2wns + wr,’ 
em que 
wy = 0.12 rad/s 
e 


E = 07. 
As especificações de projeto são as seguintes: 
e rejeição de perturbação com erro máximo de 1% para w < 0.01 rad/s, 
e rejeição do erro de medida com erro máximo de 1% para w > 10 rad/s e 


e compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada com tolerância de 10% 
para w < 0.36 rad/s. 


Observando os dois exemplos anteriores, nota-se de imediato que o controlador 
projetado no primeiro exemplo, a saber, 


25 
~~ 8/641’ 


K(s) 


resolve o problema aqui proposto. 

Para mostrar que, de fato, isso é verdade, são apresentados na Figura 6.13 
os diagramas de Bode relevantes para o projeto. 

Obviamente as barreiras de robustez da estabilidade, da rejeição de perturba- 
ção e da rejeição do erro de medida são respeitadas, porque o compensador foi 
projetado para isso no primeiro exemplo. 

Além disso, no segundo exemplo, o pré-filtro obtido é exatamente o mesmo 
dado aqui, com valores idênticos para p(w) e wp, e, por essa razão, era de se 
esperar que a especificação de compatibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada 
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Figura 6.13 — Diagrama de Bode de |G(jw)K(jw)| com as restrições de projeto para o 
compensador K (s) = 2.5/(s/6+ 1). 


também resultasse atendida. É interessante observar na figura que a restrição 
associada a essa especificação — curva pontilhada cinza — é, de fato, respeitada 
pelo Ganho de Malha |GK| na região apropriada de frequências. 

Para completar, a Figura 6.14 contém os gráficos de Bode relativos à compa- 
tibilidade entre o pré-filtro e a malha fechada. 


6.5 Exemplo - Limitação do esforço de controle 


O exemplo desta seção destina-se a ilustrar o projeto de um sistema de controle 
com uma especificação de limitação do esforço de controle. 


Exemplo 6.4 Considere novamente o Exemplo 6.1. As especificações de projeto 
nesse exemplo são reproduzidas a seguir: 


e rejeição de perturbação com erro máximo de 1% para w < 0.01 rad/s e 


e rejeição do erro de medida com erro máximo de 1% para w > 10 rad/s. 
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Figura 6.14 — Diagramas de Bode referentes à compatibilidade entre o pré-filtro e a malha 
fechada. 


A Figura 6.15 mostra o esforço de controle para o sistema projetado no Exem- 
plo 6.1, no caso em que o erro de medida é um sinal senoidal de amplitude unitária 
e frequência 10 rad/s. Escolheu-se o intervalo de tempo entre 50 e 60 s, quando 
o regime estacionário já foi atingido. 

Em cinza, têm-se os sinais de controle para os sistemas “reais”; em linha preta 
cheia, para o nominal; e, em linha preta pontilhada, o erro de medida. Os gráficos 
para os sistemas “reais”e para o nominal são praticamente indistinguíveis. 


Note que os sinais de controle têm amplitudes em torno de 1.25, o que sig- 
nifica que o erro de medida afeta o sinal de controle com uma amplificação de 
aproximadamente 25%. 


Normalmente, tal característica não é desejável. Inclui-se então uma nova 


especificação de projeto para que o efeito do erro de medida sobre o sinal de 
controle seja de no máximo 10%, isto é, 


e limitação do esforço de controle por um fator de pelo menos 10% para w > 
10 rad/s. 


150 Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos 


0.5 


-0.5} 


f 4 4 i 4 1 4 4 1 j 
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
t(s) 


Figura 6.15 — Esforço de controle para o sistema do Exemplo 6.1. 


Sendo assim, 


dulw) =0.1 para w > 10rad/s. 


e 1? Tentativa 


Inicia-se o procedimento de projeto considerando o mesmo compensador ob- 
tido no Exemplo 6.1, a saber, K(s) = 2.5/(s/6 + 1). A Figura 6.16 mostra o 
Ganho de Malha |G(jw)K(jw)| para esse caso. 

Como se pode observar, obviamente as especificações referentes às rejeições 
de perturbação e do erro de medida são atendidas; no entanto, aquela relativa à 
limitação do esforço de controle não é. É necessária uma atenuação adicional de 
aproximadamente 22dB na frequência de 10 rad/s. 


e 2° Tentativa 


Uma primeira ideia para aumentar a atenuação em altas frequências poderia 
ser introduzir um polo real adicional com frequência de canto semelhante ao da 
1° tentativa. No entanto, é simples verificar que a estabilidade do sistema em 
malha fechada ficaria comprometida nesse caso. 

Uma outra possibilidade para reduzir o ganho em altas frequência seria incluir 
um atrasador de fase no controlador, pois este tem uma característica de filtro 
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Figura 6.16 — Diagrama de Bode de |G(jw)K(jw)| com as restrições de projeto para 
K(s) = 2.5/(s/6+ 1). 


passa-baixas. Assim, o controlador ficaria 


2.5 s+0.1 
K(s) = ai 
(8) = Feri 155007 


em que o fator 0.1 tem o propósito de manter inalterado o ganho de K(s) em 
baixas frequências para tentar fazer com que a barreira de rejeição de perturbação 
continue sendo respeitada. 

Contudo, como o polo do elemento atrasador se localiza exatamente na frequén- 
cia Wg, ocorre uma redução de ganho de aproximadamente 3 dB, que fará com que 
a barreira de robustez da rejeição de perturbação seja violada. Para compensar 
este efeito, aumenta-se ligeiramente o ganho de K(s), resultando então 


35 s+0.1 
= s/6+1 ` s+0.01` 


K(s) 


Outro aspecto a se considerar é que esse atrasador de fase provê uma ate- 
nuação de 20 dB em altas frequências, valor que é muito próximo dos -22 dB 
requeridos para que a barreira de robustez da limitação do esforço de controle seja 
respeitada. 
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Caso essa pequena diferença seja aceitável, o projeto pode ser concluído, mas 
admita que este não seja o caso. 

Uma forma de aumentar a atenuação em altas frequências poderia ser deslocar 
ligeiramente para a esquerda a frequência de canto associada ao polo real do 
compensador — digamos, de 6 rad/s para 3 rad/s. Com isso, o compensador 
seria dado por 

His) = 0.35 s+0.1 l 
s/3+1 s+0.01 


Com esta proposta de controlador, a primeira providência é verificar se o 
sistema nominal é estável em malha fechada. 


O Lugar Geométrico das Raízes é apresentado na Figura 6.17. 
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Figura 6.17 — Lugar das Raízes para o sistema com o compensador K(s) = 0.35(s + 
0.1)/[(s/3 + 1)(s + 0.01)]. 


Os polos de malha fechada do sistema são: 


—3.0166 
—0.1774 
—0.0613 + 70.1497 


e, como não há cancelamentos entre polos e zeros do compensador e da planta, é 
assegurada a estabilidade nominal. 

Constrói-se em seguida o diagrama de Bode do Ganho de Malha para esse 
caso (Figura 6.18). 
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Figura 6.18 — Diagrama de Bode de |G(jw)K(jw)| com as restrições de projeto para 
K(s) = 0.35(s + 0.1)/[(s/3 + 1)(s + 0.01)]. 


Observe que tanto a restrição de robustez da estabilidade quanto todas as 
restrições de robustez do desempenho resultaram respeitadas. Com isso, o projeto 
está concluído. 


e Validação 


A validação do projeto no que tange às rejeições da perturbação e do erro de 
medida não será apresentada aqui por ser análoga à do Exemplo 6.1. 


Quanto à limitação do esforço de controle, utiliza-se um sinal senoidal de 
frequência 10 rad/s e amplitude unitária. Os resultados das simulações com o 
modelo “real” e nominal são apresentados para a situação de regime estacionário 
na Figura 6.19. As linhas cinzas correspondem aos modelos “reais”; a preta, ao 
nominal; e a pontilhada preta a 10% do erro de medida. 
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50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
t(s) 


Figura 6.19 — Esforço de controle para o sistema. 


Como se pode observar, as simulações estão em conformidade com a especifi- 
cação de limitação do esforço de controle imposta para o regime estacionário. 


Para concluir este capítulo, é oportuno notar que as incertezas de modelagem 
foram utilizadas apenas para construir as barreiras de robustez da estabilidade 
e as de robustez do desempenho. Todo o procedimento de projeto restante foi 
realizado utilizando essas barreiras e o modelo nominal. Dessa maneira, a malha 
nominal é projetada para respeitar restrições previamente “deformadas” pelas 
incertezas de modelagem. 

Também é oportuno mencionar que um instrumento que pode ser bastante 
útil na realização de um projeto é a Carta de Nichols. No entanto, ela não foi 
utilizada nesta seção porque uma maior desenvoltura no seu uso só deverá ser 
adquirida mais adiante, no Capítulo 7, com o estudo da técnica QFT. 


Capitulo 7 


Projeto via QFT 


7.1 Introdução 


A técnica denominada QFT (Quantitative Feedback Theory) é bastante sim- 
ples sob o ponto de vista conceitual e também se aplica a projetos realizados no 
domínio da frequência, desenvolvendo-se no plano de Nichols. 


Os erros do modelo são considerados por meio dos seus templates. Os contro- 
ladores obtidos, se bem projetados, em geral costumam ter banda mais estreita 
do que aqueles produzidos por outras técnicas baseadas na representação não 
estruturada das incertezas de modelagem. 


Uma característica particular desta técnica é que ela não requer identificação 
de um modelo nominal para a planta na forma de função de transferência. O 
modelo dinâmico da planta utilizado no projeto é a própria resposta em frequência 
desta, conhecida apenas para um conjunto discreto e finito de frequências. 


Isto, aliado ao fato de que os erros de modelagem são representados na forma 
de templates — o que faz com que o projeto seja realizado na medida exata das 
incertezas paramétricas do modelo — é que torna a técnica QFT tão interessante 
na prática. 


A referência [Houpis and Rasmussen, 1999] afirma que a técnica “QFT é boa 
para tratar de incertezas estruturadas (paramétricas), a saber, incertezas de bai- 
xas frequências e dentro da largura de banda de interesse do controlador — em 
oposição a outros métodos de projeto de controle robusto que se destinam a 
incertezas não estruturadas, isto é, dinâmicas não modeladas (por exemplo, de 
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altas frequências)”. Uma eventual inconveniência de considerar incertezas não 
estruturadas em QFT é que os templates podem resultar não conexos.! 

Um caso particular simples de considerar incertezas estruturadas e não es- 
truturadas simultaneamente é aquele em que a função de transferência real pode 
ser escrita como um produto de duas outras: i) a primeira em que se localizam 
apenas as incertezas paramétricas; ii) a segunda que contém as incertezas não 
paramétricas (dinâmicas não modeladas) [Chait et al., 1995]. 


Os objetivos de projeto aqui são: 


e Estabilidade robusta: 


— normalmente este objetivo é imposto por meio da limitação do valor de 


pico de |T(jw)|, o que pode ser conseguido por meio de leitura direta na 
Carta de Nichols; 


e Desempenho robusto: 


— acompanhamento do sinal de referência e rejeição de perturbação, o que 
se traduz por um alto Ganho de Malha Aberta na região de frequências de 
interesse; 


— compatibilidade robusta entre o pré-filtro e a malha fechada, o que tam- 
bém usualmente se caracteriza por um alto Ganho de Malha Aberta na 
região de frequências correspondente; 


— rejeição do erro de medida, o que se traduz por um baixo Ganho de Malha 
Aberta (ou, equivalentemente, de Malha Fechada) na região de frequências 
de interesse, e 


— limitação do esforço de controle. 


As especificações de desempenho serão consideradas na forma de restrições 
sobre o Ganho de Malha Aberta para cada frequência de interesse, o que carateriza 
esse enfoque como sendo de loop shaping. 

Assim como no caso da técnica Hæ, aqui também será escolhida uma planta 
nominal. A ideia fundamental para se garantir o atendimento da robustez da 
estabilidade e das especificações de robustez do desempenho é definir restrições 
(barreiras) no plano de Nichols, que, quando são respeitadas pelo ponto repre- 
sentativo da planta nominal, também são respeitadas por todos os pontos do 


1A toolbox do Matlab [Borghesani et al., 2003] — que permite trabalhar com incertezas não 


estruturadas —, neste caso, preenche automaticamente os ‘ 


“vazios” entre os componentes dos 
templates e define um conjunto conexo que recobre estes, o que introduz um conservadorismo 


no projeto. 
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template. As restrições são construídas com base no modelo nominal e nos tem- 
plates, e, depois disso, os templates não são mais utilizados. Estas questões serão 
discutidas mais detalhadamente adiante. 


7.2 Porque o nome “templates” 


Na Seção 3.3, discutiu-se a representação das incertezas estruturadas no plano 
de Nichols por meio de templates. O projeto por meio da técnica QFT é realizado 
com base nos templates de Gr(jwi) para um conjunto de ny frequências w;, 1 < 
i < ny, adequadamente escolhidas pelo projetista na região de interesse para o 
projeto. 


Note que se K(s) é a função de transferência do controlador, então 
Gr(jui) K(jwi) = |Grlwi) K(Gwi)| ZGrlúwi) K (Jui) 
e, portanto, 
20 logio |GrGwi) K(jwi)| = 20 logio |Gr(jui)| + 20 logio |K (ju), (7.1) 


Sewr 


LGr(jwi) K Gwi) = 7Gr(jwi)) + ZK (Jwi). (7.2) 


No plano de Nichols, isto significa que, para cada frequência w;, o controlador 
K apenas translada em ganho (verticalmente) e em fase (horizontalmente) o 
template de Gr(jw;), sem deformá-lo. Assim, pode-se imaginar o template como 
sendo uma figura rígida que se desloca no plano de Nichols por meio da ação do 
controlador de acordo com o valor de K(jw;). Esta é a razão da denominação 
template para a figura que representa todos os possíveis valores de Gr(jwi). 

Para a aplicação da técnica QFT, escolhe-se arbitrariamente um ponto da 
fronteira? como sendo o da planta nominal. Apesar de a escolha ser arbitrária, 
é comum (embora não seja obrigatório!) escolher o ponto mais baixo à esquerda 
do template, conforme ilustrado pela Figura 7.1. 


2Para templates simplesmente conexos — isto é, “sem buracos” —, é necessário e suficiente 
trabalhar apenas com um ponto da fronteira do template como sendo aquele que representa a 
função de transferência nominal da planta [Chait et al., 1995] apud [Borghesani et al., 2003] 
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Figura 7.1 — Ilustração do template de Gr(jwi;) e do ponto escolhido para representar 
G(jwi). 


7.3 Estabilidade robusta 


Conforme visto na seção 4.1, no caso geral? a robustez da estabilidade está 
assegurada se o sistema nominal é estável em malha fechada e se, além disso, 
o ponto (—180°, 0dB) não está entre os possíveis valores de Gr(jw)K(jw) no 
plano de Nichols para todos os Gr possíveis e w € R (Figura 7.2). 

Essa forma de visualizar a questão da robustez da estabilidade, embora fun- 
damental, na prática não é utilizada diretamente, conforme se discute a seguir. 
O projeto pela técnica QFT garante a robustez da estabilidade por meio de res- 
trições sobre o ganho da sensibilidade complementar. 

De início, é possível notar que a condição de estabilidade apresentada no 
primeiro parágrafo desta seção estará garantida se a malha fechada nominal for 
estável e se 


Gr(jw)K(jw) + —1 (w € R) (7.3) 


para todas as possíveis Gr. Ou, em outras palavras, se 


Gr(jw)K (jw) 
1 + Gr(jw)K (Jw) 


|Tr(jw)| = (7.4) 


3Para sistemas de fase mínima, conforme também já mencionado na mesma seção, a esta- 
bilidade em malha fechada é garantida se as margens de ganho e fase são ambas positivas. No 
plano de Nichols, isto significa que as curvas de resposta em frequência de Gr(jw)K (jw) devem 
cruzar os eixos vertical e horizontal abaixo de 0dB e à direita de —180°, respectivamente. 
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Figura 7.2 — Ilustração da condição de robustez da estabilidade. 


para todos os valores de w E R. 

Na prática, é necessário considerar um conjunto discreto finito de frequências 
wi E R, 1 < i < np. Por causa da discretização, pode então ocorrer que a 
condição 7.4 não seja assegurada para todos os valores de w € R, apesar de ela 
ser garantida para esses valores discretos de wi. 

Assim, por segurança, em lugar da condição 7.4, impõe-se 


[Tr(jw)| < M (w ER), (7.5) 


em que M > 0 é um valor fixado. Em geral, é de se esperar que, para um 
valor escolhido de M pequeno (isto é, para a curva de resposta em frequência 
distante do ponto crítico), a discretização possa ser mais grosseira e, inversa- 
mente, a discretização das frequências deva ser mais fina para um valor de M 
grande (isto é, para a curva de resposta em frequência próxima do ponto crítico) 
[Borghesani et al., 2003]. 

Em outras palavras, na prática não basta garantir que a condição 7.3 seja 
satisfeita, porque poderia haver pontos de GRK arbitrariamente próximos do 
ponto crítico — (—1 + j0) no plano de Nyquist ou (—180°, 0 dB) no plano de 
Nichols —, o que causaria a ocorrência de ressonâncias acentuadas no sistema de 
malha fechada. Conforme discussão anterior (veja a Seção 1.3.2), ressonâncias 
em malha fechada correspondem a polos complexos conjugados pouco amorteci- 
dos (próximos do eixo imaginário). Assim, entre as especificações de projeto, é 
relativamente comum ter uma que limita superiormente o pico de |Tr(jw)| na 
forma da condição 7.5 [Horowitz, 1993]. 
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Na Carta de Nichols da Figura 7.3, as curvas de nível de ganho são represen- 
tadas em linha contínua, e as de fase, em linha tracejada. O lugar geométrico 
dos pontos de M constante (M > 0 dB) são curvas fechadas em torno do ponto 
(—180°, 0dB). 


IIEELLS SZ 


4 


Gl jw) K{ ju)! (dB) 


-360 -340 -320 -300 -280 -260 -240 -220 -200 -180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0 
Z G(jw) K( jw) (°) 


Figura 7.3 — Carta de Nichols (cortesia do prof. dr. Anselmo Bittar). 
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Considere uma frequência particular w; e o template correspondente a Gr(jwi). 
Lembrando que o efeito de K (jw;) é apenas o de transladar o template de Gr(jwi) 
no plano de Nichols, para garantir que o ganho de malha fechada seja menor ou 
igual a M para todas as possíveis plantas reais, basta que o template de Gr(jwi) 
não penetre no interior da curva fechada correspondente a M. Note que, desta 
maneira, garante-se que as malhas fechadas não apenas são estáveis para todos 
os valores de Gr(jw;) possíveis, como também que as margens de ganho e fase 
não assumam valores inferiores a limites mínimos. 

As diversas técnicas de projeto robusto operam sempre sobre o modelo nomi- 
nal, levando em conta a incerteza de modelagem associada a esse modelo. Com 
a técnica QFT, não é diferente: o problema que se coloca neste ponto é então 
determinar a restrição que deva ser obedecida pelo ponto nominal G(jw;) para 
que o template de Gr(jwi;) permaneça no exterior da curva fechada associada a 
M. 

A solução é imediata ao se imaginar o template como uma Figura rígida que 
pode se deslocar no plano de Nichols: basta transladar o template ao longo de 
todo o contorno da curva fechada correspondente a M, tangenciando-o durante 
o percurso, e registrar o caminho fechado percorrido pelo ponto nominal G(jw;). 
Na Figura 7.4, a curva interna, de formato semelhante ao de uma elipse, é a 
correspondente a M constante, enquanto que a curva externa, que a envolve, é a 
curva que garante que a condição |Tr| < M seja satisfeita por todas as plantas 
reais associadas ao template de Gr(jwi). 


A (dB) 


Galo) 


G(ja,) 


Figura 7.4 — Restrição sobre o ganho de malha fechada |Tr| < M. 


Dessa maneira, a restrição original representada pela curva de M constante 
transforma-se em outra curva fechada “deformada” pelo template. E importante 
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observar que, uma vez construída a curva “deformada”, o template passa a não ser 
mais necessário, bastando considerar para o projeto apenas esta curva e o ponto 
nominal — por construção, se o ponto G(jw;) permanecer no exterior da curva 
“deformada”, então todos os possíveis Gr(jwi;) do template estarão fora da curva 
fechada de M. 


7.4 Acompanhamento do sinal de referência 


Conforme foi visto na Seção 5.1.2, se 6,(w) < 1, a condição aproximada? para 
o acompanhamento robusto do sinal de referência é dada pela equação 5.10, a 
saber, 


(w E Qr). 


Ainda com respeito àquela seção, considere uma frequência qualquer w; de 
Q, e o correspondente template de Gr(jw;)K(jw;). Ora, como a desigualdade 
anterior deve ser satisfeita por todas as funções de transferência GrK permitidas 
pelo modelo de erro, isso significa que o template para wi deva se localizar acima 
da barreira 20 log;9[1/6,(«;)] no plano de Nichols (Figura 5.4). 

Como o projeto deve ser realizado com base no modelo nominal, escolhe-se um 
ponto arbitrário da fronteira do template como sendo o nominal. Na Figura 7.5, 
o ponto escolhido foi o ponto A. Então, desloca-se a barreira para a posição da 
linha tracejada. Com isso, se o ponto A se localiza acima da barreira deslocada, 
então todo o template respeita a barreira original, e, portanto, o acompanhamento 
do sinal de referência é garantido com a precisão estabelecida por 6, para todas 
as possíveis plantas reais. 

Dessa maneira, em QFT utiliza-se o template apenas para deslocar a barreira 
de acompanhamento do sinal de referência. Depois disso, deixa-se de lado o 
template e passa-se a trabalhar apenas com o ponto que representa a planta 
nominal. É claro que, no caso geral, o deslocamento da barreira pode ser diferente 
conforme a frequência, já que o template varia com esta. 

Neste ponto, observando a Figura 7.5, é possível que o leitor mais crítico esteja 
pensando que teria sido mais simples escolher o vértice mais baixo do template 


“Veja o Apêndice D para o caso mais geral, em que a condição de robustez do acompanha- 
mento do sinal de referência é expressa pela equação 5.9, a saber, 


|1 + Gr(jw)K Gw)| > 1/8, (w). 


Na prática, contudo, em geral isto é desnecessário, porque tipicamente ô, (w) < 1. 
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Barreira de robustez 


Barreira nominal 


—180 


Figura 7.5 — Visualização da condição de robustez do acompanhamento do sinal de refe- 
rência no plano de Nichols. 


como o nominal, porque, com isso, a barreira 20 log, 9{1/6,(w;)] não necessitaria 
ter sido deslocada. Isto, de fato, é verdade. Contudo, cabe lembrar que há outras 
restrições de projeto, por exemplo aquela referente à robustez da estabilidade 
(Figura 7.4) — e, para esta, a escolha de tal ponto não teria essa vantagem. 


7.5 Rejeição de perturbação 


Na Seção 5.2, viu-se a condição de robustez da rejeição de perturbação 5.11, 
a saber, 


1 
|1 + Gr(jw)K Gw)| 
que pode ser aproximada por 


< da(w) (w E Qa), 


Caw KGW > q 


sempre que 
da(w) <1. 


Esta condição deve ser satisfeita para todas as funções de transferência Gp 
admitidas pelo modelo de erro. 

Ora, esta condição é exatamente a mesma que aquela referente ao acompa- 
nhamento do sinal de referência (equação 5.9) e, portanto, todos os resultados e 
conclusões da seção 7.4 se aplicam aqui, bastando apenas substituir Q, e 6, por 
Qq e da, respectivamente. 
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7.6 Rejeição do erro de medida 


Na Seção 5.3.2, viu-se que, para uma frequência qualquer w; E Qn, a condição 
de robustez da rejeição do erro de medida é expressa de forma aproximada pela 
equação 5.17, a saber, 


[|Galjwi)K (Jwi)| < dn(wi).| 


Viu-se também que, como esta desigualdade deve ser satisfeita por todas as fun- 
ções de transferência GRK permitidas pelo modelo de erro, no plano de Ni- 
chols isso significa que o template para w; deve se localizar abaixo da barreira 
20 10g19/ôn(wi;)] (Figura 5.7). 

Considerando um ponto arbitrário da fronteira do template como nominal (o 
ponto 4, por exemplo, na Figura 7.6), a barreira se desloca conforme indicado 
na figura. Dessa maneira, garante que, se o ponto nominal se localiza abaixo da 
barreira deslocada, todos os pontos do template de Gr(jw;)K (jwi) respeitam a 
barreira 20 10g10[ôn (w;)]. 


À (dB) 


—180 (°) 


Barreira nominal 


20 log ô, ( w.) 


Barreira de robustez 


Figura 7.6 — Visualização da condição de robustez da rejeição do erro de medida no plano 
de Nichols. 


Como anteriormente, o template é utilizado apenas para obter a barreira des- 
locada; depois disso, o projeto é realizado utilizando o ponto nominal e a barreira 
deslocada, podendo, a partir daí, deixar de lado o template. 

É claro que o deslocamento da barreira pode variar com a frequência, porque, 
no caso geral, o template muda de tamanho (e de forma) com ela. 
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7.7 Limitação do esforço de controle 


Conforme já mencionado na Seção 1.2, um dos pontos importantes a consi- 
derar no projeto de sistemas de controle diz respeito à amplificação do erro de 
medida. Essa amplificação pode se fazer sentir tanto sobre a saída como sobre 
o sinal de controle. O primeiro caso já foi considerado no estudo da rejeição do 
erro de medida; o efeito sobre o sinal de controle será tratado nesta seção. 

A condição aproximada de limitação do esforço de controle 5.22 foi obtida na 
Subseção 5.4.2, a saber, 


|K(jw)| < du(w) (w E Qn). (7.6) 


Já que o projeto é realizado com base no ponto nominal G(jw;) para um 
conjunto discreto de frequências w;, é conveniente multiplicar ambos os membros 
da última desigualdade por |G(jw;)| para expressá-la com base no Ganho de 
Malha. Com isso, obtém-se 


||GGwi)K (Jwi) < (wi) (wi € Qn); (7.7) 


em que 


Su (wi) = du(wi)IGGwr)| 


é, obviamente, um valor conhecido. 

A desigualdade 7.7 é a condição utilizada para limitar o esforço de controle 
decorrente da ação do erro (ruído) de medida. No plano de Nichols da Figura 7.7, 
em que A representa o ponto nominal, os valores permitidos para G(jw;)K (jwi) 
são aqueles localizados abaixo da reta de ordenada 20 log10[0/ (w;)]. 


A (dB) 
0 
-180 (°) 


A 


Figura 7.7 — Visualização da condição de robustez da limitação do esforço de controle no 
plano de Nichols. 
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O fato de haver pontos do template tanto acima quanto abaixo da barreira 
pode parecer um pouco estranho à primeira vista. No entanto, é óbvio que não 
há nada errado com isto, uma vez que a condição 7.6 não depende de Gp. 


7.8 Sistemas com dois graus de liberdade 


Nesta seção, são abordados os dois problemas referentes ao projeto de sistemas 
com dois graus de liberdade no que se refere ao pré-filtro. 


7.8.1 Escolha do pré-filtro para compatibilidade com a malha fechada 
Neste caso, a equação 5.26, aqui reproduzida para facilidade de referência: 
|F(jw)| < 6r(w)[|Gr(jw).K (jw) — 1] (w E€ QF), 
pode ser reescrita na forma 


[F (jw)| 
ôr (w) 


Considerando que, para w € Qp, em geral 


< |Gr(jw)K (jw)| — 1 (w € Qp). 


IGr(jw)K (jw)| > 1, 


então tem-se, em forma aproximada”, a condição de projeto: 


ee) <|Galjw)K(jw)| (w € Mp). (7.8) 
F(w) 


E fundamental notar que esta condição tem natureza diferente das demais 
condições de projeto já estabelecidas, uma vez que ela representa uma restrição 
sobre F, dado que K e, portanto, GRK são conhecidos. 

Para uma dada frequência w, a Figura 7.8 ilustra a região permitida para 


IF (jw)| 
Or(w) ` 


° Optou-se por desprezar a parcela “1” nesta forma simplificada, para que a condição resultasse 
expressa diretamente em função de |GrK|. 
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(dB) 


Gali) K(ja) 


|Fiia)| 
ôw) 


Figura 7.8 — Visualização da condição sobre F para a compatibilidade entre o pré-filtro 
e a malha fechada. 


7.8.2 Projeto do controlador para compatibilidade entre a malha fechada 
e o pré-filtro 


Neste caso, a condição de projeto é dada pela equação 5.31, a saber, 


|F (jw)| 
ôr (w) 


IGr(jw)K(jw)| > 1+ (w E QF), 


a qual pode ser visualizada graficamente conforme ilustrado pela Figura 7.9, em 
que o ponto A corresponde à planta nominal. 


(dB) $ 


Barreira de robustez 


|Fia)| Barreira nominal 
1+ 
SH w) 
0 
RR 
-180 (°) 


Figura 7.9 — Visualização da condição sobre GK para a compatibilidade entre o pré-filtro 
e a malha fechada. 
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7.9 Construção do controlador 


O problema de projeto consiste em definir uma função de transferência K (s), 
de maneira que sejam satisfeitas as restrições de robustez da estabilidade e de 
robustez do desempenho, estabelecidas sobre G(jw;)K(jw;) para um conjunto 
discreto de frequências w; escolhidas a priori. 

Em um processo de loop shaping, a definição de K(s) é realizada construti- 
vamente por meio do uso de elementos básicos: 


e ganhos simples, 


polos/zeros reais simples, 


avancadores/atrasadores de fase, 


pares de polos/zeros conjugados, 
e entre outros. 


A partir do grafico da resposta em frequéncia da planta nominal no plano de 
Nichols, por meio da escolha criteriosa desses elementos, passo a passo procura- 
se construir um compensador de maneira que as restrições mencionadas sejam 
satisfeitas — no caso mais comum, o compensador resultante é composto por um 
conjunto desses elementos básicos em cascata. 

A escolha dos elementos começa com a seleção de uma das estruturas (ganho 
simples, avançador de fase etc.), seguida pela atribuição de valores numéricos 
aos parâmetros do elemento — tanto a seleção de uma das estruturas quanto a 
sintonia dos seus parâmetros são normalmente feitas com base no aspecto geral 
da sua resposta em frequência. 

Nas Subseções 7.9.2 a 7.9.5 a seguir, será feita uma apresentação breve das 
respostas em frequência de alguns tipos de elementos usuais que podem ser úteis 
na construção do compensador. 

Conforme será visto, excetuando o caso trivial de ganho simples, os demais 
elementos básicos que serão apresentados foram parametrizados de maneira que, 
para frequências suficientemente baixas, seus ganhos são unitários (0 dB) e suas 
defasagens, nulas. Sendo assim, nessas frequências, eles não têm influência sobre 
a resposta em frequência de malha aberta. Uma implicação importantíssima é que 
a construção do compensador pode ser realizada de baixas para altas frequências, 
isto é, procurando elementos que vão dando forma à resposta em frequência de 
malha aberta das baixas para as altas frequências. Em outras palavras, admita-se 
que, num certo ponto do procedimento de projeto, a resposta em frequência de 
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malha já tenha sido ajustada adequadamente num determinado intervalo [0 ©]; 
se for incluído no compensador um elemento adicional sintonizado em frequências 
superiores a &, ele praticamente não alterará a resposta em frequência de malha 
no intervalo [0 a]. 


7.9.1 Integradores 


Como primeiro passo, naturalmente deve-se considerar a necessidade da in- 
elusão ou não de integradores na malha. Isto precisa ser feito com base nas 
especificações de erros em regime estacionário para os sinais usuais (degraus, 
rampas e parábolas). 

É interessante lembrar que os integradores têm um efeito desestabilizante 
sobre o sistema de malha fechada, porque deslocam no plano de Nichols a resposta 
em frequência de malha aberta de —90º, isto é, de 90º para a esquerda. Outra 
forma de visualizar essa característica é notando que o integrador acrescenta um 
polo na origem na função de transferência de malha aberta, o que tem claramente 
um efeito desestabilizante. 

No caso de acompanhamento de sinais de referência, o número necessário de 
polos na origem é obtido somando o número daqueles já presentes no modelo da 
planta com o do compensador. 

No caso de rejeição de perturbação, há duas situações a considerar: 


quando a perturbação é representada na saída planta, o número de polos na 
origem necessários é obtido exatamente como no caso do acompanhamento 
de sinais de referência; 


e quando a perturbação é representada na entrada da planta, o número de 
polos na origem a considerar é apenas o do compensador. 


7.9.2 Ganho simples 


Neste caso, 


K(s)=k 


(k €R), (7.9) 


em que, normalmente, k > 0. 

O efeito de um ganho simples sobre o gráfico de GK no plano de Nichols é 
apenas transladá-lo para cima (quando k > 1) ou para baixo (quando 0 < k < 1), 
sem introduzir qualquer alteração na fase. 
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7.9.3 Polos e zeros reais simples 


Para polos reais simples, tem-se 


p 
K(s) = ; 7.10 
()= (7.10) 
ao passo que, para zeros reais simples, 
mie E, (7.11) 
z 


sendo p, z > 0. 

Note que, com essas parametrizações, foram consideradas funções de transfe- 
rência K(s) com ganho unitário em baixas frequências, de maneira que os seus 
efeitos se localizam apenas em médias e em altas frequências — para o caso de 
polo real simples, há reduções de ganho e de fase, enquanto que, para o caso de 
zero real simples, em médias e em altas frequências há aumentos de ganho e de 
fase (veja Figuras 7.10 e 7.11, respectivamente). 


Pólos reais simples 


Ganho (dB) 


-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0 
Fase (graus) 


Figura 7.10 — Resposta em frequência de K(s) = p/(s + p) no plano de Nichols. 
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Zeros reais simples 
45 


q = 100z 


Ganho (dB) 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
Fase (graus) 


Figura 7.11 — Resposta em frequência de K(s) = (s + z)/z no plano de Nichols. 


7.9.4 Avancadores e atrasadores de fase 
Para os avançadores de fase, considere K(s) parametrizada na forma 


_, l4aF 
~ 1+saT’ 
sendo 0.1 <a<1leT>b0. Já para os atrasadores de fase, considere a seguinte 
parametrização: 


K(s) (7.12) 


1+sT 
Kis) = LE sor (7.13) 
em quel<6<10eT>0. 

Como se pode observar na Figura 7.12, em frequências suficientemente bai- 
xas os avançadores de fase têm ganho unitário (0 dB) e defasagem nula; para 
frequências intermediárias, tanto o ganho quanto a defasagem são positivos; para 
frequências suficientemente altas, o ganho tende a um valor constante positivo 
(que depende de a) e a defasagem tende a zero. Os avançadores de fase têm, 
portanto, características de filtros passa-altas. 
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Analogamente, os atrasadores de fase têm ganho unitário (0 dB) e defasagem 
nula em frequências suficientemente baixas; para frequências intermediárias, tanto 
o ganho quanto a defasagem são negativos; para frequências suficientemente altas, 
o ganho tende a um valor constante negativo (que depende de 8) e a defasagem 
tende a zero. Os atrasadores de fase apresentam assim características de filtros 


passa-baixas. 


Avançadores e Atrasadores de Fase 
-  0=0.10 j 


Ganho (dB) 


ATRASADORES 


—60 —40 -20 0 20 40 60 
Fase (graus) 


Figura 7.12 — Resposta em frequéncia dos avangadores e atrasadores de fase no plano de 
Nichols. 


Comparando as respostas em frequência dos avançadores e dos atrasadores de 
fase, verifica-se que as curvas correspondentes a um certo valor de «a ea 8 = 1/a 
são simétricas em relação ao ponto (0º, 0dB). 
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7.9.5 Polos e zeros complexos conjugados 


Para pares de polos complexos conjugados, foi adotada a parametrização pa- 
drão, a saber, 


wN 
82 + 2wns + wh 


K(s) = (7.14) 


De maneira análoga, para pares de zeros complexos conjugados, adotou-se 


s? + 2éwns + wa, 


K(s) = w2 
N 


(7.15) 


Em ambos os casos, 0 < é < 1 e wy >Q. 

A Figura 7.13 mostra, à esquerda da abscissa correspondente à fase 0°, as 
curvas de resposta em frequência para o caso dos polos complexos conjugados e, 
à direita daquela abscissa, as curvas associadas aos zeros. Em ambos os casos, 
o ganho tende ao valor unitário (0 dB) e a defasagem tende a 0° em baixas 
frequências; em altas frequências, a defasagem tende a —180° e o ganho tende 
a zero (—o0 dB) para pares de polos complexos conjugados; ao passo que, para 
zeros, a defasagem tende a +180º e o ganho, a +00 (+oo dB). O valor de wy 
define a escala de frequências que parametriza cada curva. 

Aqui também se observa a simetria das curvas em relação à origem (0°, 0dB). 


7.10 Exemplo 


Exemplo 7.1 

Considere-se o sistema do tipo tanque duplo esquematizado na figura 7.14. 

Admita-se que o sistema esteja em regime estacionário, de maneira que a 
vazão de líquido que entra no Tanque 1 é igual às vazões que saem dele e do 
Tanque 2, permanecendo, portanto, os níveis inalterados em ambos os tanques. 

Supondo que q(t) e h(t) representem, respectivamente, pequenas variações em 
torno do valor estacionário da vazão de entrada do primeiro tanque e da altura 
de líquido no segundo tanque, o problema considerado aqui consiste em utilizar 
q(t) como variável de controle para manter o nível do segundo tanque em seu 
valor estacionário ou, o que é o mesmo, regular h(t) em torno de zero. Trata-se, 
portanto, de um problema típico de rejeição de perturbações. 

Designando por H(s) e Q(s) as transformadas de Laplace de h(t) e q(t), 
respectivamente, sob certas condições pode-se mostrar que a função de transfe- 
rência H(s)/Q(s) do modelo linearizado “real” pode ser escrita na forma (veja 
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Pólos e Zeros Complexos Conjugados 


Ganho (dB) 


-100 -50 0 50 100 150 200 
Fase (graus) 


~40 i 
-200 -150 


Figura 7.13 — Respostas em frequência de pares de polos e zeros complexos conjugados 
no plano de Nichols. 


[Garcia, 2017] para maiores detalhes) 


k 
Geb) = reta (7.16) 


Neste caso, supõe-se que a unidade em que estão expressos os polos seja 
min™. 

Admita-se que a única incerteza relevante nos parâmetros do modelo localize- 
se no valor do coeficiente de vazão da válvula de saída do Tanque 1. Nesse caso, 


por consequência, resulta que os valores dos parâmetros k e pı também serão 
incertos. Assim, suponha-se que 
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ay 


Tanque 1 UN 


Tanque 2 VAN 


Figura 7.14 — Esquema do tanque duplo. 


O valor do parâmetro p2, considerado isento de incertezas, é 
p2 = 10. 


Admita-se que o modelo nominal seja aquele associado aos valores extremos 
inferiores de k e de py, isto é, k = 1 e pı = 1, ou seja, 


1 


C9) = IDO: 


Como especificações de projeto, a rejeição de perturbação deve se dar com 
atenuação de pelo menos 10%, isto é, 


da(w) = 0.1 


para 
w < 10 rad/min, 


e a rejeição do erro de medida com a atenuação de no mínimo 2%, ou seja, 
Sn (w) = 0.02 


para 
w > 1000 rad/min. 
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Adota-se nr = 6 e o vetor de frequências conforme a Tabela 7.1.8 


i Wi 
(rad/min) 
0.1 
1 
10 
35 
100 
1000 


aor WN FR 


Tabela 7.1 — Valores adotados para as frequéncias. 


O extremo inferior do intervalo de frequências foi escolhido igual a uma década 
abaixo da menor frequência de canto da planta no pior caso, ou seja, 1 rad/min; 
o extremo superior foi escolhido igual ao valor da frequência inferior associada 
à especificação de rejeição do erro de medida, isto é, 1000 rad/min. Entre os 
extremos, foram escolhidos valores de frequências separados entre si por uma 
década, exceto o valor de 35 rad/min — a razão da inclusão deste ponto deverá 
ficar clara adiante. 

Como primeiro passo do procedimento de projeto, são construídos os templates 
para as frequências escolhidas (Figura 7.15). 

Para a condição de robustez da estabilidade da desigualdade 7.5, o valor ado- 
tado de M foi” 

M = 1.2 = 1.58 dB 


para wi, (| < i < 5), de maneira que as curvas de robustez da estabilidade 
deformadas pela presença do erro de modelagem são as apresentadas na Figura 


7.16. 


80 projeto foi realizado com o auxílio do software SISO-QFTIT, disponível em 
http://www.uned.es/itfe/QFTIT/, de autoria dos profs. Jose Manuel Diaz, Sebastian Dormido 
e Joaquin Aranda, da Universidad Nacional de Educación a Distancia (UNED), Espanha. 

"Para sistemas de segunda ordem subamortecidos, o valor do pico de ressonância M, é dado 
como função do coeficiente de amortecimento é por 


1 
2g /1— 
Assim, para um sistema de segunda ordem (ou com polos dominantes de segunda ordem), este 


valor de M = 1.2 corresponde a um valor de é = 0.475, ou seja, a uma Margem de Fase de 
aproximadamente 50° — bastante razoável, portanto. 


M, = 


Projeto via QFT 177 


Note que, para w > 100 rad/min, 


Gr(jw) = 


(jw)?’ 

e, por consequência, os templates se reduzem praticamente ao mesmo segmento 
vertical que representa aquele associado a w = 100 rad/min, apresentando-se 
apenas deslocados verticalmente e com fase aproximada de —180º. Em virtude 
disto, as curvas de robustez da estabilidade são quase indistinguíveis para w > 100 
rad/min, portanto elas foram desenhadas apenas para w < 100 rad/min. 


Templates 
(dB) E Nó = 
-20 Era a= 0.1 
E ai E ae ij] 
at} \ 
@=1 ~ 
—40 


@=35 
—80 di = 100 
—-100 
e 
-120 |¢ = 1000 


-180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 (°) 


Figura 7.15 — Templates. 


Como é usual, o ponto do template escolhido como nominal foi o seu vértice 
mais baixo e mais à esquerda. Dado que os templates têm a forma de quadrilá- 
teros curvilíneos delimitados à esquerda por um segmento de reta, observa-se na 
Figura 7.16 que as curvas de robustez da estabilidade são coincidentes no trecho 
vertical situado aproximadamente na fase de —125º. Neste exemplo, a escolha é 
conveniente e simplifica o projeto do compensador, porque, na região em que as 
curvas coincidem, na prática tudo se passa como se houvesse uma única restrição 
para as diversas frequências consideradas. Note também que, do lado esquerdo, há 
um segmento vertical para cada frequência considerada e, se isso tivesse ocorrido 
do lado direito, o projeto do controlador requereria um pouco mais de atenção, 
pois haveria uma barreira distinta para cada frequência. 

A barreira nominal de rejeição da perturbação é aproximadamente uma reta 
horizontal localizada na ordenada de 20 dB, enquanto a barreira nominal de rejei- 
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Nichols Plot 


(dB) 


e 
e 


—260 —240 —220 —200 —180 —160 —140 (°) 


Figura 7.16 — Barreiras de robustez da estabilidade. 


ção do erro de medida também é aproximadamente uma reta horizontal, porém 
situada na abscissa -34 dB. Essas barreiras são deslocadas pelos erros de mo- 
delagem associados aos templates, resultando então as barreiras de robustez da 
rejeição de perturbação e do erro de medida, mostradas na Figura 7.178. Além 
disso, essa figura mostra também a resposta em frequência nominal de malha 
aberta. É oportuno observar que, para cada frequência, apenas as restrições mais 
severas estão desenhadas na figura; as demais, por estarem contidas nelas, não 
são obviamente restritivas para a realização do projeto. 

Como se vê, as especificações de rejeição de perturbação não são satisfeitas, 
porque os ganhos da malha nominal para as frequências wı = 0.1, w2 = 1 e 
w3 = 10 rad/min são inferiores aos definidos pelas barreiras. 


Supondo que seja possível realizar fisicamente, faz-se 
K(s) = k = 450 = 53 dB 


de maneira que, para as frequências w = 0.1 rad/min e w = 1 rad/min, as 
especificações sejam atendidas. Veja a Figura 7.18. 

Observe, contudo, que, para w3 = 10 rad/min, a especificação de rejeição de 
perturbação não é atendida. Para satisfazê-la, é necessário aumentar o ganho de 
aproximadamente 11 dB. Relembrando a característica de ganho de um avançador 
de fase com função de transferência 


1+ sT 
1 + saT’ 


SA ligeira curvatura visível nas barreiras de robustez do desempenho é devida ao fato de que 
o programa não despreza o valor 1 perante GrK em |1 + GRrK|. Veja o Apêndice D para mais 
detalhes. 
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Nichols Plot 


(dB) 


—100 


—120 ® @ = 1000 
=350 -300 —250 —200 —150 —100 -50 (°) 


Figura 7.17 — Barreiras de robustez e resposta em frequéncia da planta nominal. 


cuja aproximação assintótica é apresentada na Figura 7.19 e considerando que 
na frequência de canto há um erro de 3 dB, escolhe-se 


i 
20 logyo — = 14, 
a 
da qual resulta 
ao 0.2. 
É escolhido o valor de 10 rad/min para a frequência de canto, ou seja, 


Ï 
— = 10 
aT 


e, portanto, 
T = 0.5 min. 


Dessa maneira, neste ponto, o compensador em construção K (s) é dado por 


1+0.5s 


Kid) — 50 > É 
(s) 140.18" 
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Nichols Plot 


(dB) 


> @ = 1000 
-350 —300 —250 —200 —150 —100 -50 (°) 


Figura 7.18 — Resposta em frequéncia de malha apenas com o ajuste do ganho do con- 
trolador. 


Figura 7.19 — Característica de ganho de avançador de fase. 


o mesmo que 


2 
K(s) = 2250 o 


A Figura 7.20 mostra a resposta em frequência de malha aberta nesse ponto do 
projeto. Como esperado, nota-se que praticamente não houve alteração no ganho 


Projeto via QFT 181 


de malha para frequências situadas uma década ou mais abaixo da frequência de 
canto do zero do avançador de fase. 


Nichols Plot 


(dB) 
30 


20 


10 


-10 


«6 @ = 1000 
-350 —-300 —250 —200 —150 —100 —50 (°) 


Figura 7.20 — Resposta em frequéncia de malha com ajuste da ganho e avangador de fase. 


Observe, contudo, que a barreira de robustez da estabilidade para w4 = 35 
rad/min não é respeitada”. É necessário deslocá-la para a direita de um valor 
em torno de 25º. Como primeira tentativa, adiciona-se a K(s) um avançador de 
fase com a frequência central 


Wm = 100 rad/min 


e com 
a = 0:1. 


Este elemento provê um avanço de fase de aproximadamente 55º na frequência 
central e em torno de 42º na frequência de 35 rad/min. 
Tendo em vista que 


º Aqui, percebe-se a razão da inclusão dessa frequência intermediária entre 10 e 100 rad/min. 
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resulta de imediato 


Ou seja, 


T ~ 0.032 min. 


o avançador de fase é dado por 


1 + 0.032s 
1 + 0.00328” 


de maneira que 


Verifica-se que agora a barreira de robustez da estabilidade é respeitada com 
uma certa folga, conforme mostra a Figura 7.21. Note novamente que a inclusão 
de um novo elemento avançador de fase no controlador praticamente não produziu 
alterações no ganho da função de transferência de malha para frequências abaixo 


s+2 s+31.6 
Ria = 2500) EO. Ste 
(s) 3+10 s +316.2 


de uma década da frequência de canto do zero do avançador. 


(dB) 


30 


20 [ht 


10 


Figura 7.21 — 


Nichols Plot 


Pc fi a fu a jo 0 pf a a 4 fa E en Gd OS fe Qi | a a cm a fu] 


-350 -300 —250 —200 —150 —100 —50 (9) 


Resposta em frequência de malha com ajuste da ganho e dois avançadores 


de fase. 
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Observe, contudo, que a especificação de rejeição do erro de medida não foi 
atendida, uma vez que o ganho de malha nominal para wẹ = 1000 rad/min é 
superior ao estabelecido pela barreira. 

A inclusão de um polo real no compensador, na forma 


p 
s+p' 


pode ser suficiente para atender a essa especificação, uma vez que este elemento 
produz uma redução de ganho para frequências superiores à frequência de canto 
w = p associada ao polo. 

Para definir o valor de p, é necessária uma redução de ganho de pouco mais 
de 6 dB na frequência de 1000 rad/min na Figura 7.21. 

Para frequências acima de w = p, a assíntota do elemento tem uma declividade 
de —20 dB/déc, o mesmo que —6 dB/oitava. Portanto, basta escolher o polo p 
uma oitava abaixo de 1000 rad/min, ou seja, p = 500. 

Assim, o elemento a incluir em K(s) é 


500 
s +500’ 


de maneira que o compensador resulta 


s+2 s+31.6 1 
s+10 s+316.2 s+ 500 


A Figura 7.22 mostra que a especificação de rejeição do erro de medida foi 


K(s) = 11250000 


atendida. 

Observa-se que, como o polo em —500 não está suficientemente distante do 
polo em —316.2 do avançador de fase anterior, são introduzidas uma pequena 
redução de ganho e um pequeno atraso de fase nas proximidades da barreira de 
robustez da estabilidade correspondente à frequência w = 100 rad/min. No en- 
tanto, a mesma figura mostra que a barreira continua respeitada e, portanto, o 
projeto está finalizado. 


e Validação 
A validação do projeto quanto às rejeições da perturbação e do erro de medida é 
apresentada a seguir por meio de simulações no domínio do tempo. 

Para isso, foram considerados 3 valores de k, a saber, máximo, mínimo e 
médio; da mesma forma, foram considerados analogamente 3 valores de pı. Com 
isso, foram definidas, portanto, 9 plantas “reais”. 

Para a rejeição de perturbação foi aplicado na saída da planta um sinal se- 
noidal de amplitude unitária e frequência de 10 rad/min. 
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Nichols Plot 


(dB) 


30 


10 


=10 


-350 -300 -250 —200 -150 —100 -50 (°) 


Figura 7.22 — Resposta em frequência de malha com ajuste da ganho, dois avançadores 
de fase e polo real. 


Na Figura 7.23, são apresentados os sinais de saída para as 9 plantas “reais” 


(cinza) e para a planta nominal (preta). A linha pontilhada representa 10% da 
perturbação senoidal aplicada. 

Como se observa, depois de estabelecido o regime estacionário, os resultados 
estão de acordo com a especificação. 

Para a rejeição do erro de medida, um sinal senoidal de amplitude unitá- 
ria e frequência de 1000 rad/min foi adicionado à saída da planta antes de ser 
realimentado. 

A Figura 7.24 contém, após atingido o regime estacionário, os sinais de saída 
para as 9 plantas “reais” (cinza) e para a planta nominal (preta), além de 2% do 
erro de medida senoidal considerado (pontilhada). 


Novamente se observa que os resultados estão de acordo com o especificado. 


Como se viu no exemplo, os templates são utilizados apenas para desenhar 
as barreiras de robustez da estabilidade e de desempenho; daí para a frente, 
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Figura 7.24 — Ilustração da capacidade de rejeição do erro de medida. 


trabalha-se apenas com essas barreiras e com a planta nominal. Nesse aspecto, a 
técnica QFT não é diferente da Ho e da LQG/LTR, por exemplo. 


Capitulo 8 


Projeto via H% 


Conforme afirmam os autores em [Skogestad and Postlethwaite, 2005], “os 
termos norma Hs e controle Hs são inicialmente intimidatórios e um nome que 
transmitisse um significado de engenharia a Hə teria sido melhor”. A mesma 
referência diz que a ideia central é “pressionar para baixo o(s) pico(s) de uma 
ou mais funções de transferência. Entretanto, o termo Hs, que é puramente 
matemático, se encontra agora estabelecido na comunidade de controle”. 

A técnica de controle Hx pressupõe que as especificações de projeto tenham 
sido expressas no domínio da frequência por meio de restrições sobre as funções 
sensibilidade S(s), sensibilidade complementar T(s) e K(s)S(s). Essas restrições 
são então reescritas na forma de desigualdades envolvendo a norma Hs de tais 
funções. 

É importante salientar que a opção pelo uso das funções de transferência S(s), 
T(s) e K(s)S(s) no contexto do controle Hæ se baseia exatamente na ideia central 
de pressionar para baixo os picos dessas funções já que os requisitos de projeto 
— tanto de robustez da estabilidade como de robustez do desempenho — foram 
colocados na forma de limitantes superiores para |S(jw)|, |T(jw)| e |K(jw)S(jw)|. 

O problema de projeto se resume, como já visto anteriormente, em obter uma 
função de transferência do compensador K(s) de maneira que a malha nominal 
seja estável e essas restrições sejam obedecidas. Os softwares modernos de auxílio 
a projeto, como o Matlab e o Scilab, permitem resolver o problema numerica- 
mente, calculando K (s). 


Os objetivos deste capítulo são: 


e reescrever as condições de projeto dos Capítulos 4 e 5 como desigualdades 
envolvendo a norma H»; 
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e estabelecer um novo paradigma de controle — que envolve a chamada planta 
generalizada, definida adiante —, escrevendo o problema resultante na forma 
de modelo de estados. 


Este segundo objetivo facilita significativamente a obtenção da solução numé- 
rica do problema de projeto. 

Resumindo, o problema do projetista consiste em definir os objetivos de pro- 
jeto no domínio da frequência e escrevê-los na forma apropriada para a formu- 
lação Hæ. A partir daí, o cálculo do compensador K(s) é realizado usando-se 
um software de auxílio a projeto. O preço pago pela automatização do projeto 
está na ordem elevada do compensador obtido, o que, em geral, requer que um 
procedimento de redução de ordem seja aplicado ao K(s) obtido. 

Neste capítulo, o erro de modelagem é representado na forma multiplicativa 
por meio da função lm. 


8.1 Preliminares 


Seja F(s) uma função de transferência real, racional, estável! e própria. 


Definição 8.1 — Norma Hs /Francis, 1987] 


A norma Ho de F, denotada por ||Fllo, é definida como 


I|F loo = sup |F (jw). (8.1) 
weER 


Deve-se observar que, quando a função |F(jw)| atinge um valor máximo para 
wER, então esta definição é a mesma que 
Flo = F(gw)|. 
Foo = max |F (jw)| 


A Figura 8.1 ilustra graficamente o significado de ||F||,. tanto no diagrama de 
Bode, quanto no diagrama de Nyquist. 
Da definição de norma Hx, note que, se 


Flo < b 
para um certo valor de b € R*, então 


|F (jw)| < b (w ER). 


‘Note que, sendo F(s) estável, ela não tem polo no eixo imaginário, e, portanto, o valor de 
F(jw) está bem definido para todo w E R. 
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Im|F(j@)| 


| Fiji) | 


IFI 


RelFija)] 


(a) (b) 


Figura 8.1 — Ilustrações de ||F'(s)||,. (a) no diagrama de Bode e (b) no de Nyquist. 


Por outro lado, se 
|F(jw)| <b (w ER), 


entao 
[Flo < b. 


Para a norma Hx (como, aliás, para qualquer norma) vale a Desigualdade 
Triangular. 


Propriedade 8.1 — Desigualdade Triangular 


IE + Gllæ < |F ll + IlFlleo 


Uma propriedade importante da norma Hœ é que vale a Desigualdade de 
Schwarz. 


Propriedade 8.2 — Desigualdade de Schwarz 


IF Glloo < IF llo IF leo 


Para um vetor de funções complexas F(s) = [fi(s), f2(s),... fn(s)]”, define-se 
Flo da seguinte maneira: 


Definição 8.2 — Norma H de um Vetor de Funções 


[Foo = sup | >> |filiw) (8.2) 


1=1 


Veja o Apêndice E para maiores detalhes. 
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8.2 Robustez da estabilidade 


No caso em que o erro de modelagem é representado na forma multiplicativa 
por meio da função lm, a condição de robustez da estabilidade havia sido obtida 
na seguinte forma (veja a equação 4.3): 


. Í 
IT(jw)| < ua (w €R), 


a qual, tendo em vista que lm(w) > 0, pode ser reescrita como 


lIm(w) T(jw)| <1 (w ER). (8.3) 


Seja W3(s) uma função real, racional, estável e de fase minima tal que 


Im(w) < |W3Gw)| (w € R), (8.4) 


conforme ilustrado pela Figura 8.2. Então, em vista da definição 8.1, uma condi- 
ção suficiente para 8.3 é que 


||W3 Tlloo < 1. (8.5) 


Esta é a condição de robustez da estabilidade expressa na forma requerida pela 
técnica Hə. 


|W Gw) | 
ew) 


er 


Figura 8.2 — Ilustração de |W3|. 


A função W3 é chamada de função de ponderação. Note que, ao escolhê-la 
satisfazendo 8.4, é interessante que a “folga” existente entre os gráficos de lm e 
|W3| seja o menor possível para que a condição de robustez da estabilidade 8.5 
acrescente o mínimo de conservadorismo ao projeto. 
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8.3 Robustez do desempenho em baixas frequências 


Conforme visto, o desempenho em baixas frequências engloba, no caso mais 
geral, o acompanhamento do sinal de referência, a rejeição de perturbação e a 
compatibilidade entre o pré-filtro — suposto dado — e a malha fechada. 

No Capítulo 5, sob a hipótese de que 


Im(w) <i (w E€ (Q UQg UQpr)), 


foram obtidas as condições de robustez do desempenho em baixas frequências 
expressas em termos da sensibilidade, a saber, 


e Acompanhamento do sinal de referência (equação 5.8): 


|S(jw)| < [1 — lm(w)]ðr (w) (w E Or), (8.6) 


e Rejeição de perturbação (seção 5.2): 


|S(jw)| < [1 — Im(w)]6a(w) (w € Qa), (8.7) 
e Compatibilidade entre o Pré-Filtro e a Malha Fechada (equação 5.29): 


(w € Op). (8.8) 


Seja Wi (s) uma função real, racional, estável e de fase mínima, de forma que 


suficientemente grande 


< [1 —Im(w)]5,(w) (w € %) 

a J<lt-m(o)Jôo) (w € Da) (8.9) 

Wi Gey] | < pelir o | 
( 


w g (O, UQ UGP) 


Os gráficos de 1/|W1(jw)| e das restrições de desempenho são ilustrados na 
Figura 8.3. 

Sendo assim, para W, definida conforme a equação 8.9, uma condição sufici- 
ente para a validade das equações 8.6, 8.7 e 8.8 é que 


Wi (jw) S(jw)] <1 WER). (8.10) 


Ou seja, 


[Wi Slo < 1.| (8.11) 
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Figura 8.3 — Ilustração de 1/|W,| para desempenho robusto em baixas frequências. 


Note que, por |Wi(jw)| ser suficientemente pequena para w É (Q UMU NF), 
a sensibilidade fica “livre” nessa região de frequências, isto é, não há aí uma 
restrição significativa sobre a sensibilidade?. 

Note também que, para a função Wi(s) referida na equação 8.9, vale 


w E Q) 
w E Qa) 
w E Qp) 
w É (Qr UM UQF)) 


1 
[1—lm (w) ]or(w) 
1 


[Wi (jw)| Dto 
[Im (w)Jô (cu) 
suficientemente pequena 


IV IV 


, R 


IV 


E. E AE ss 


conforme ilustra a Figura 8.4. Assim, |W,| representa uma restrição inferior para 
o ganho da função de transferência diferença de retorno |1 + GK]. 

O Apêndice B contém uma discussão complementar a respeito de uma 
forma alternativa bastante usual de exprimir a condição de robustez do de- 
sempenho em baixas frequências, que é encontrada frequentemente na literatura 
[Skogestad and Postlethwaite, 2005]. 


8.4 Robustez da rejeição do erro de medida 


Na Seção 5.3.1, a condição de robustez da rejeição do erro de medida foi 
expressa em termos da sensibilidade complementar T pela equação 5.16, a saber, 


. ôn (w) 
Tu) < 


TAL (w E€ Qn), 


2A seção 8.10 argumenta que não é conveniente a sensibilidade ser livre a ponto de atingir 
valores elevados sob pena de ocorrerem ressonâncias e baixos valores das margens de estabilidade 
e da margem de módulo. 
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4 


(dB) 


| W, (jw)| 


Figura 8.4 — Ilustração de |W,| para desempenho robusto em baixas frequências. 


a qual pode ser reescrita de imediato na forma 


| 1+ Im(w) 
ôn (w) 


Tendo em vista que essa condição envolve T e é semelhante à condição de ro- 


Tw) zi pemi 


bustez da estabilidade 8.3, percebe-se que basta redefinir a função de ponderação 
W3(s) real, racional, estável e de fase minima, de forma que 


Im (w w€éOn 
|W3(jw)| E me 4 é Ea (8.13) 


para que as condições de robustez da estabilidade e de rejeição do erro de medida 
(veja a Figura 8.5) sejam consideradas conjuntamente em 


|W To < 1. | (8.14) 


8.5 Compromisso entre os requisitos de projeto em baixas e 
altas frequências 


As funções racionais de ponderação W1 (s) e W3(s) têm alguma arbitrariedade 
em sua escolha, dado que elas foram introduzidas por meio de desigualdades. Há, 
contudo, uma restrição a que elas devem obedecer [Chiang and Safonov, 1992]. 
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1 
[Waljo)| 


Figura 8.5 — Ilustração das restrições referentes à robustez da estabilidade e à robustez 
da rejeição do erro de medida. 


Para verificar isto, note que a condição de robustez do desempenho em baixas 
frequências (equação 8.11) pode ser reescrita como 


. 1 
|S(jw)| < Wigan (w ER), (8.15) 


enquanto que a condição de robustez da estabilidade conjuntamente com a da 
Robustez da Rejeição do Erro de Medida pode ser reescrita na forma (equação 
8.14) 


IT(jw)| < = (w ER). (8.16) 
Contudo, conforme a equagao 1.23, 


S(jw) + T(jw) =1 (w ER) 


e, portanto, 


|S(jw) + T(jw)| = 1 (w ER). (8.17) 


Da Desigualdade Triangular, tem-se 


SGo) + T(jw)| < |SGw)| + |TGw)| (w ER) 


e, tendo em vista as equações 8.15, 8.16 e 8.17, resulta 


1 il 


[WiGw)| + |W3(jw)| a (w € R). (8.18) 
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Assim, essa desigualdade mostra que as funções W1 (s) e W3(s) não podem ser 
arbitrárias para que o problema de projeto tenha solução. Ela mostra que, para 
qualquer valor de w, Wi(jw) e W3(jw) não podem ser simultaneamente grandes 
(Wi Gu)l, |W3aGw)| > 1). 

A condição está relacionada com o compromisso que há entre as especifica- 
ções de desempenho em baixas frequências e as restrições de altas frequências 
referentes à robustez da estabilidade e à rejeição do erro de medida. Conforme 
ja discutido na Seção 2.8, é necessário que haja espaço suficiente entre a região 
de baixas frequências — em que o ganho de malha aberta deve ser elevado (sen- 
sibilidade baixa) — e a região de altas frequências — em que o ganho deve ser 
reduzido (sensibilidade complementar baixa). 


8.6 Limitação do esforço de controle 


Conforme já mencionado na Seção 1.2, um dos pontos importantes a consi- 
derar no projeto de sistemas de controle diz respeito à amplificação do erro de 
medida. Essa amplificação pode se fazer sentir tanto sobre a saída da planta 
como sobre o sinal de controle. O primeiro caso já foi considerado em detalhes 
no estudo da rejeição do erro de medida; o efeito do erro de medida sobre o sinal 
de controle será tratado nesta seção. 

Mostrou-se na Seção 5.4.1 que a condição de robustez da limitação do esforço 
de controle para o caso em que a incerteza de modelagem é expressa por meio da 
função lm (veja equação 5.20) é dada por 


|K(jw)S(jw)| < du(w) (w E Qn). (8.19) 


Considerando então uma função W2(s) real, racional, estável e de fase minima, 
de maneira que 


|W2(jw)| | suficientemente grande (w En) ’ 


1 l < ôulw) (w E Qn) (8.20) 


uma condição que garanta a validade de 8.19 é 


| (jw)S(jw)| < (w ER). 


[W2(jw)| 


Ou seja, 


|W(jw)K (jw) S (jw)| < 1 (w € R), 
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a qual pode ser reescrita de maneira equivalente como 


[WK Slloo < 1. (8.21) 


Note que, como 


1 
[W2 (jw)| 
é grande para w fora do conjunto Qp, a função de transferência KS fica pratica- 
mente livre nessa região de frequências. Assim, a restrição imposta efetivamente 


sobre KS restringe-se a ô„ no conjunto Qp. 


8.7 O problema H sub-ótimo 


Considere o diagrama de blocos da malha de controle nominal da Figura 8.6. 


Figura 8.6 — Diagrama de blocos da malha nominal. 


As condições de projeto obtidas estão expressas em termos das funções de 
transferência S(s), K(s)S(s) e T(s). Observando a Figura 8.6, nota de imediato 
que: 


e S(s) é a função de transferência entre os sinais de entrada e de saída do 
comparador; 


e K(s)S(s) é a função de transferência entre o sinal de entrada do comparador 
e a saída do bloco K(s); 


e T(s) é a função de transferência entre o sinal de entrada do comparador e 
a saída do bloco G(s). 


Sendo assim, ao diagrama da Figura 8.6 são acrescentadas três variáveis fic- 
tícias de saída, 


Yia(s) = Wi(s)e(s), (8.22) 


yıls) = Wa(s)u(s), (8.23) 


Projeto via Hœ 197 


Yie(s) = W3(s)y(s), (8.24) 
conforme ilustra a Figura 8.7 e considerada como entrada uma varidvel ficticia 
u1(s). Com isso, 


Yia(s) = W4(s)S(s)ur(s), (8.25) 
ywls) = Wa(s)K(s)S(s)u(s), (8.26) 
Yie(s) = Wa(s)T(s)u(s). (8.27) 


yds) 


yds) 


yds) 


Figura 8.7 — Diagrama de blocos da malha nominal com as variáveis fictícias de saída. 


E importante notar que, com a inclusão de três variáveis fictícias de saída, o 
diagrama de blocos da Figura 8.7 representa um sistema abstrato, e não mais o 
sistema físico de controle. 


8.7.1 Robustez do desempenho em baixas frequências 
Considerando que 


Yia(s) = Wi (s)S(s)u1 (s), 


a condição de robustez do desempenho em baixas frequências 


[Wi Slo & 1 


pode ser reescrita de forma equivalente como 


jw 
balo) <1 (w ER). (8.28) 
[ua (jw)| 
Em palavras, o ganho entre a entrada u1 e a saída yja nao pode ser superior 


a 1 para qualquer frequência. 
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8.7.2 Limitação do esforço de controle 


Tendo em vista que 
yrols) = Wa(s) K(s) S(s)ur(s), 
a condição de limitação do esforço de controle 
IW>K Shoo < 1 


pode ser reescrita equivalentemente na forma 


ly1o(jw)| E 
eae Si WER), (8.29) 


ou seja, o ganho entre a entrada wu, e a saída yp não pode ser superior a 1. 


8.7.3 Robustez da estabilidade e rejeição do erro de medida 


Por fim, como 
Yie(s) = Wa(s)T(s)ui(s) 


para a condição de robustez da estabilidade e de rejeição do erro de medida 


|W3T loo < 1, 


pode ser expressa como 


Inc) 4 (ER). (8.30) 
[ua (jw)| 
Aqui também o ganho entre a entrada u1 e a saída yic não pode ser superior 


al. 


8.7.4 A formulação da sensibilidade mista 


As equações 8.28 a 8.30 sugerem que se considere o sistema com uma entrada 
(ui(s)) e três saídas (yia(s), yib(s) e yic(s)) ou, o que é o mesmo, uma saída 
vetorial yi(s), 


Yia(S) 
yi(s) = | yw(s) |. (8.31) 
Yic(s) 
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Com isso, pode-se definir uma matriz de transferência (3 x 1) 


Wi(s)S(s) 
Tyu (s) = W2(s)K(s)S(s) , 
W3(s)T(s) 


de maneira que 


yi(s) = Tyu (s)ui(s), 


conforme ilustra a Figura 8.8. 


u4(9)—4 Ta (8) al) 


Figura 8.8 — Diagrama de blocos de Ty, u (8). 


Para um vetor de funções complexas F(s) = [fi(s), fo(s),.. 


nição da equação 8.2, a saber, 


acarreta que se 
lFll < 1, 


então 
fiw) <1 (w ER). 


(8.32) 


(8.33) 


fr(s)]", a defi- 


Assim, uma condição suficiente para que as condições 8.28 a 8.30 se verifiquem é 


dada por 
laulo < 1, 
ou seja, 
WS 
WKS < iL 
W3T 


(8.34) 


(8.35) 


Esta forma de escrever o problema de projeto é chamada de sensibilidade 


mista (mixed sensitivity, em inglês), pois engloba em uma única desigualdade, 


por meio de ponderações das funções sensibilidade S, sensibilidade complementar 
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Te KS, as especificações de desempenho robusto, de robustez da estabilidade e 
de limitação do esforço de controle. 


Em resumo, o problema de projeto consiste em encontrar um controlador 
K(s) que estabilize a malha nominal e que seja tal que a condição 8.34 (ou, 
equivalentemente, 8.35) seja satisfeita. Colocado desta forma, esse problema é o 
caso particular para y = 1 do problema Ho sub-ótimo? (também denominado 
Ho padrão ou Ho de pequenos ganhos) em que se busca determinar K(s) de 
maneira que 


Txalo < 7; 


em que y > 0 é um número real fixado a priori [Chiang and Safonov, 1992]. 


8.8 Um novo paradigma — A planta generalizada 


Neste ponto do capítulo, tem-se que o problema de projeto foi reescrito na 
forma de desigualdades envolvendo a norma Hs de funções apropriadas. 


Na fase inicial do desenvolvimento da teoria de controle Ho, a solução do 
problema era buscada no domínio da frequência, por meio de complicadas fato- 
rações (veja, por exemplo, [Francis, 1987]), o que normalmente representava uma 
tarefa bastante difícil. 


O cálculo numérico da solução do problema só teve um grande avanço quando 
se passou a buscá-la no domínio do tempo, utilizando uma representação baseada 
em variáveis de estado [Doyle et al., 1989]. 


Sendo assim, a seguir será tratada a reformulação do problema de controle 


H utilizando variáveis de estado. 


O diagrama de blocos da Figura 8.7 pode ser redesenhado conforme a Figura 
8.9, em que as variáveis u2(s) e y2(s) foram introduzidas como novas designações 
de u(s) e de e(s), respectivamente. 


30 problema de controle Hx ótimo é aquele em que o valor de y é mínimo. Em poucas 
palavras, a ideia neste caso é determinar o controlador que produz o “máximo” desempenho e a 
“máxima” robustez da estabilidade. 
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Yia (S) 
Yip(S) > y,(S) 


u, (s) Yac(S) 


u, (s) y (s) 


Figura 8.9 — Diagrama de blocos da malha nominal redesenhado com as variáveis fictícias 
de saída. 


Este diagrama sugere que se considere a matriz de transferência P(s) com 
duas entradas e quatro saidas,* a saber, 


e entradas de P(s) 


ui(s) =r(s) ou — d(s) ou — n(s) 


u2(s) = u(s) 
e saidas de P(s) 
Yia(s) 
yi(s) = | yw(s) 
Yic(S) 


yo(s) = e(s) 


como sendo uma planta generalizada que, além do modelo original da planta G, 
contém também as funções de ponderação W1, W2 e W3. Ou seja, 


y(s) = P(s)u(s), (8.36) 


em que 


y(s) = | Ml) (8.37) 
y2(s) 


“Como o diagrama da Figura 8.9 é de natureza abstrata e contém variáveis fictícias, a in- 
terpretação “física” das entradas não parece ser de grande utilidade, mais confundindo do que 
esclarecendo. No entanto, ela foi incluída neste texto por ser relativamente comum na literatura. 
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u(s) = | a(s) | (8.38) 


É simples obter a expressão de P(s) em função de G(s), Wi(s), Wo(s) e W3(s), 
notando que 
Wals) = Wi(s)e(s) 
= Wi(s)lu(s) — y(s)] 
= Wi(s)lu(s) — G(s)ua(s)] 


= Wi(s)ui(s) — Wi(s)G(s)ua(s), (8.39) 
gols) = Wa(s)ua(s), (8.40) 

yic(s) = Wa(s)y(s) 
= W3(s)G(s)ua(s), (8.41) 
vols) = us) — G(s)uo(s). (8.42) 

Portanto, 
Wi(s) —Wi(s)G(s) 
P(s) = ; mou (8.43) 
1 —G(s). 


Com isso, o diagrama de blocos da Figura 8.9 pode ser redesenhado conforme 
mostra a Figura 8.10. 


Figura 8.10 — Diagrama de blocos da malha fechada nominal com a planta generalizada 
P(s). 


A planta generalizada P(s), linear e invariante no tempo, contém todas as in- 
formações necessárias para o projeto, a saber, as informações a respeito do modelo 
nominal da planta, do erro de modelagem e das especificações de desempenho — 
estas duas últimas, por meio das funções de ponderação Wi(s), W2(s) e W3(s). 

Observando a Figura 8.9, note que P(s) tem como dimensão mínima 


n = nG + nw, +nw + nw, (8.44) 
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em que ng, Nw,, Nw, € nw, são as ordens de G(s), Wi(s), Wa(s) e Wa(s), 
respectivamente. Para perceber isto, basta pensar em um diagrama de simulação 
analógica de P(s) — são necessários ng + nw, + nw, + nw, integradores para 
realizá-lo. 

Considerando que x(t) € R”, y(t) € R$ e u(t) € R? são, respectivamente, 
os vetores de estado, de entrada e de saida da planta generalizada P(s), pode-se 
obter um modelo de estados” para esta: 


x(t) = Ax(t) + Bu(t) 


8.45 
y(t) = Cx(t) + Dult), oe 
em que as matrizes B, C e D tém as seguintes estruturas: 
B=| Bi | Ba |, (8.46) 
Cı 
C= 8.47 
= (8.47) 


O | Diz 
o- [58.128] ” 


As submatrizes que aparecem nas equações 8.46 a 8.48 têm dimensões com- 
patíveis com o modelo de estados da equação 8.45 reescrito na forma 


x(t) Ax(t) ac Bıuı(t) + B2u2(t), (8.49) 
y(t) = Cyx(t) + Dı2u2(t), (8.50) 
y2(t) Cox(t) + D2101 (t), (8.51) 


ou seja, 


B1, B2 cR"*!, 
Ci e en, 
Cs € A 
Dip € R$>!, 


Ds»; € REA, 


5As funções augtf e augss do Matlab realizam esta tarefa. 
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É oportuno mencionar que sempre é possível obter uma realização de estados 
de P(s) em que a matriz D tem a estrutura apresentada na equação 8.48, com 
submatrizes nulas na diagonal [Doyle et al., 1989]. Esta estrutura é conveniente, 
porque tanto as expressões resultantes para o controlador como as demonstrações 
são mais simples. 

Por fim, cabe notar que, no contexto de controle Hæ, costuma-se denotar o 
modelo de estados de P(s) da seguinte forma: 


A|B 
C|D 


P(s)=C(sI-A)JIB+4D, 


P(s) = 


Esta notação significa que 


ou seja, 


A forma de estados do modelo da planta generalizada é necessária 
para o cálculo da solução do problema Hs sub-ótimo apresentada a seguir 
[Doyle et al., 1989]. Conforme foi dito anteriormente, no início do desenvolvi- 
mento da teoria de controle Hs, as soluções, então expressas no dominio da 
frequência, eram muito difíceis de calcular na prática. A obtenção da solução do 
problema na forma de estados tornou muito mais simples seu cálculo numérico. 


8.9 Uma solução do problema H,, sub-ótimo 


Satisfeitas algumas hipóteses (veja o Apêndice F), um dos controladores que 
resolve o problema de sensibilidade mista é dado por 


K(s) = Fao(sI — Aco) Bo, (8.52) 
em que 
Es = -B2 Xe (8.53) 
1 
A» = At 2 BiB" Xo + BÊ Zola Ca (8.54) 
Bs = Baba, (8.55) 
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Lo —YooCa” (8.56) 
1 
(I- a YooKoo) (8.57) 


Xo e Yœ são matrizes simétricas que resolvem, respectivamente, as seguintes 
equações matriciais, denominadas Equações Algébricas de Riccati (EAR) (veja o 
Apêndice F): 


1 
A Ea + A+ Xoo( Ba Bi" — B2Bo27)X + Ci7 Ci = 0 (8.58) 


1 
AY so + Ys AT + Yoo(gOr" Ca — C27 C2)Y.. + BiB? =0 (8.59) 


Observando a equação 8.54, note que a matriz As, tem a mesma dimensão 
de A e, portanto, As, também é n xn. Isto significa que o controlador K (s) tem 
a mesma dimensão da planta generalizada, que é a soma das dimensões de G(s), 
Wi(s), Wa(s) e W3(s) (conforme a equação 8.44). Por isso, é comum que, após a 
obtenção do controlador K (s), se aplique um procedimento de redução de ordem. 

Em vista da complexidade das expressões 8.53 a 8.59 e, em particular, da ne- 
cessidade da solução das Equações Algébricas de Riccati 8.58 e 8.59, fica evidente 
que, na prática, o problema só pode ser resolvido numericamente, utilizando-se 
um computador. 

Lembrando que a entrada e a saída do controlador K (s) são, respectivamente, 
y2 e uz, a equação 8.52 indica que um modelo de estados do controlador é 


x(t) = Aox(t) T Booya(t) 60) 
u(t = Fak t 5 6 
ou seja, 
we = | Le | Be 
Fo | O 


Para finalizar esta seção, substituindo as expressões de As e Boo dadas pelas 
equações 8.54 e 8.55 na equação de estados de K(s) (equação 8.60) e definindo 


1 
v(t) = 2 Bi" Xoox(t); 


resulta 
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X(t) = AX(t) + Byv(t) + Baua(t) + ZooLoo(CaX(t) — y2(t)). 


Esta equação mostra que o controlador Hs, sub-ótimo tem uma estrutura similar 
à de um observador de estados com matriz de ganhos ZscLoo, no qual, entretanto, 
“sobra” o termo B,v(t). Embora a origem e a interpretação desse termo não sejam 
evidentes, ele pode ser entendido como resultante de um problema de estimação 
de pior-entrada [Doyle et al., 1989]. 


8.10 Escolha das funções de ponderação 


Não costuma ser trivial a tarefa de escolher funções de ponderação de maneira 
que as condições de existência da solução do problema de controle Hs, sub-ótimo 
do Apêndice F sejam satisfeitas. Essa dificuldade é agravada pelo fato de as 
matrizes A, B, C e D do modelo de estados da planta generalizada não serem, 
em geral, manipuladas diretamente pelo usuário, mas sim obtidas por meio de 
software de auxílio a projeto como o Matlab. 

O processo de definir essas funções normalmente requer muitas iterações e um 
ajuste fino no final, além de experiência do projetista. 

Apesar disso, são apresentadas a seguir algumas sugestões e cuidados para a 
escolha das funções de ponderação. 


e Polos sobre o eixo imaginário 


Em primeiro lugar, deve-se ressaltar que não é permitido que as funções de 
ponderação tenham polos sobre o eixo imaginário [Zhou and Doyle, 1998]. Além 
da restrição de que a definição de norma Hs se aplica apenas a funções reais, ra- 
cionais, estáveis e próprias — o que, naturalmente, exclui funções com polos sobre 
o eixo imaginário —, a técnica de controle Hœ aqui apresentada pressupõe que 
todos os polos instáveis da planta generalizada sejam estabilizáveis pelo controle 
e detectáveis a partir da saída medida. Dessa maneira, se alguma das funções 
de ponderação tiver um polo sobre o eixo imaginário, esse modo não será nem 
estabilizável, nem detectável a partir da saída e, por consequência, essa função 
não se qualificará como de ponderação. 
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e Condição envolvendo W; e W3 


No que diz respeito às funções de ponderação Wı e W3, é oportuno lembrar, 
como já visto anteriormente, que a sua escolha deve satisfazer à condição expressa 
pela equação 8.18, a saber, 


1 4 il 
[Wi(jw)| |W3(jw)| 


= I (w €R), 
de maneira que haja espaço entre as barreiras de baixas e de altas frequências. 


e Condição envolvendo W2 


A função de ponderação Wə deve ser própria ou estritamente própria para 
que a técnica Hæ aqui apresentada se aplique [Zhou and Doyle, 1998]. 


e Condição envolvendo W1, W2, W3 e G. 


De início, note que, no caso SISO tratado neste texto, a condição 3 de exis- 
tência da solução do problema de controle Hə sub-ótimo do Apêndice F, a saber, 


D{2[C1|D12] = [0|7], 


acarreta que 
T 
Dia Dı2 — I 


dado que Di, € R?*!. Consequentemente, pelo menos um dos elementos do vetor 
Dj, deve ser não nulo ou, o que é o mesmo, D12 deve ter posto completo. 

Mas, de acordo com 8.43, os elementos de D12 são os termos de transmissão 
direta das funções de transferência —W (s)G(s), W2(s) e W3(s)G(s) 

Ora, isto significa que uma condição necessária para a existência da solução 
é de que pelo menos uma dentre as funções de transferência 


Wi(s)G(s) 
W2(s) 


W3(s)G(s) 


seja propria. 
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e Nota 8.1 — Ilustração 


Para ilustrar este ponto, considere como exemplo a seguinte função de transferência própria: 


y(s) 282 +5s+1 
u(s) —  s+2s 


E imediato verificar que ela pode ser reescrita como 


y(s) __ s+1 
u(s) s2+2s 


? 


e, portanto, o valor do termo de transmissão direta D da equação de saída 
y(t) = Ca(t) + Du(t) 
de um modelo de estados na forma usual é não nulo: 


D=2. 


e Sugestão para a seleção de W, [Zhou and Doyle, 1998] 


Uma parametrização utilizada para W; é a seguinte: 


E) 
M, +b 


Wi(s) = (8.62) 


SHWE’ 


na qual tipicamente « < 1. A Figura 8.11 mostra o gráfico da aproximação 
assintótica de 1/|Wi(jw)|. 


Figura 8.11 — Ilustração da aproximação assintótica de 1/|Wi(jw)]. 
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Note que o valor de £ está diretamente ligado à precisão com que se deseja 
acompanhar os sinais de referência, rejeitar perturbações e/ou compatibilizar a 
malha fechada ao pré-filtro, isto é, aos valores de 6,, de dq e/ou de óp/|F]. 

Além disso, para uma entrada degrau unitário (veja a Propriedade 1.1, equa- 
ção 1.22), o erro estacionário ess é dado por 


Ega = BO), 
e, portanto, se 
S(0) < e, 
então 
ess SE. 


Não convém que Ms seja grande, pois um valor elevado de |S(jw)| indica 
a ocorrência de ressonância. Além disso, conforme as equações 1.35 e 1.36, as 
margens de ganho e de fase poderiam ser pequenas, dado que elas são limitadas 


inferiormente por 


Ms 
MG > ——— 
G 1 


MF/2) > —— 
sen(MF/2) > sq 
respectivamente. Além disso, em vista da equação 1.37, a margem de módulo 
também poderia ser pequena, pois 

1 


sS 


MM 


No caso em que é desejável uma transição mais brusca entre as regiões de 
baixas e de altas frequências — mais exatamente, de —20k dB/dec para k inteiro, 
k > 1 —, uma sugestão é adotar 


s k 
Ear T wWb 
Wi(s) = (=| (8.63) 


A frequência wp define um limite superior para a região de frequências em que 
se exige o acompanhamento do sinal de referência, a rejeição de perturbação e a 
compatibilidade do pré-filtro com a malha fechada. 

Note que em ambos os casos, isto é, para as equações 8.62 e 8.63, W1 é tal 
que 


il 
se s > 0, Wi(s) > E 
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il 
+ oo, Wi(s) > —. 
se s + œ, Wi(s) M, 


e Sugestão para a seleção de W2 [Zhou and Doyle, 1998] 


O ganho de K(jw)S(jw) deve ser limitado nas frequências em que o erro de 
medida do sensor é significativo para que este não afete em demasia o sinal de 
controle. Idealmente, seria desejável que a declividade (roll off) de |K(jw)S(jw)| 
ocorresse da forma mais acentuada possível nas frequências acima da largura de 
banda do controlador, para que os erros de medida fossem atenuados ao máximo. 
No entanto, conforme já dito, a técnica Hx aqui apresentada não se aplica ao 
caso em que W5 é imprópria. 

Para W2, uma sugestão é adotar 


s+ Te 
u 


Wa(s) (8.64) 


= eis + Whe’ 


em que tipicamente O < £1 < 1. O gráfico da aproximação assintótica de 
1/|W2(jw)| é ilustrado na Figura 8.12. 


1 
| W, (jw)| 


Figura 8.12 — Ilustração da aproximação assintótica de 1/|W2(jw)|. 


Note que wpe define uma restrição superior para a largura de banda do con- 
trolador. 

De maneira análoga a W 1, quando se deseja uma transição mais brusca entre 
as baixas e as altas frequências, pode-se tomar 


s+ et k 
Mu 
Wee) — | É. 8.65 
a(s) (5) i (865) 
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para k inteiro, k > 1. 
Note que, tanto para W2 dado pela equação 8.64 quanto pela equação 8.65, 
1 


ses > 0, W2(s) > i, 


1 
ses > co, Wa(s) > —. 
E1 


8.11 Exemplo 


Exemplo 8.1 Considere novamente a planta da Seção 6.1, em que um motor CC 
aciona uma carga inercial por meio de um sistema de transmissão constituído por 
um redutor de velocidade e um eixo longo, conforme ilustra a Figura 3.2. 

A função de transferência nominal da planta é 


0.1333 
Gls) = 403067 


As especificações de desempenho são as mesmas apresentadas na seção 6.2, a 
saber, 


e rejeição de perturbação com erro máximo de 1% para w < 0.01 rad/s e 
e rejeição do erro de medida com erro máximo de 1% para w > 10 rad/s. 


A Figura 8.13 contém os gráficos das barreiras de estabilidade e de desempe- 
nho, tanto em baixas como em altas frequências. 

A função de ponderação Wi(s), associada à especificação de rejeição de per- 
turbação, foi escolhida na forma sugerida pela equação 8.63 com os seguintes 
valores para os parâmetros: 


Mig 2, 

wp = 01, 

e = 0.001, 
k=2. 


Por sua vez, a função de ponderação W3(s), associada à robustez da estabilidade 
e à rejeição do erro de medida, foi escolhida como 


(8s +1)? 


Wa(s) = 0.12 
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Figura 8.13 — Barreiras de robustez da estabilidade e do desempenho. 


(dB) 


-100 
10° 


10° 
w (rad/s) 


107 107 


Figura 8.14 — Barreiras de robustez da estabilidade, do desempenho, 1//W1| e 1/|W3| 


A limitação do esforço de controle não foi incluída nas especificações deste 


— — — - Rej. erro med. 
—_|w, |? 
e 


caso, de maneira que a função W2(s) não foi definida. 


102 
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Na Figura 8.14, são apresentados os gráficos das funções 1/|W,| e 1//Wsl, 
assim como as barreiras de estabilidade e de desempenho. 
A Figura 8.15 mostra que é satisfeita a desigualdade 8.18, a saber, 


1 1 
Wi(jw)|  |[WaGw)| 


> i (w E€ R). 


10° 107 10" 10° 10! 102 
w (rad/s) 


Figura 8.15 — Ilustração da validade da desigualdade 1/|W| + 1/|W3]| > 1. 


Note que Wi(s)G(s) é estritamente própria, mas W3(s)G(s) é própria, o que 
significa que o 3° elemento de D12 é não nulo e, portanto, Di» tem posto completo, 
verificando assim a condição envolvendo W1, Wo e W3. 

O projeto foi realizado por meio do Matlab e os resultados são apresentados 
na Figura 8.16 na forma de diagramas de Bode de ganho. 

Note que 


|S(w)| < (8.66) 


|Wijw)| 


iL. 
TGO É aaa 
|W3(jw)| 
para todas as frequências e, portanto, as restrições de projeto estabelecidas pelas 


funções de ponderação foram satisfeitas. 
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Figura 8.16 — Ilustração dos resultados obtidos para o projeto Ho. 


E oportuno lembrar que, como em baixas frequências a função sensibilidade é 


tal que 
|SGw)| <1, 


entao 
: . 1 
IG(ju)K(jw)| = SG) 


e, portanto, a condição 8.66 pode ser reescrita aproximadamente como 
IG(jw) K Gw)| > |WiGw)|- 


Na Figura 8.16, observa-se que essa desigualdade se verifica, já que o gráfico do 
Ganho de Malha |GK| se localiza acima do de |W,| (que, embora não desenhado 
na figura, é simétrico do gráfico de 1/|W1| em relação ao eixo das frequências). 
Na mesma figura, verifica-se também que, em baixas frequências, 
|T(jw)| = 1 (0 dB) 
e, em altas frequências, 


IG Gw) K(jw)| = |TGw)|, 


conforme esperado. 
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O controlador obtido K(s) tem função de transferência 


— 1.5859e+005º + 5.8021e—0152 + 2.8775e—02s 
~ 844 92.4595e+0083 + 1.2516e+00s2 + 7.8422e—035' 


K(s) 
Como se vê, K(s) é de ordem n, em que 


n = ne +nw, + nw, + nw 
2+2+0+0 
= 4, 


Neste caso, em particular, como K(s) tem um polo e um zero na origem, 
pode-se simplificá-lo da seguinte forma: 


1.5859e+00s + 5.8021e—01s + 2.8775e—02 


did=="" "Eis casks, 
(s) = 554 2.459501400524 1.251604008 + 7,8422003 


e Validação 


Da mesma forma que no exemplo 6.1 da seção 6.2, foram realizadas simula- 
ções utilizando o modelo “real” do sistema, contendo tanto a dinâmica torcional 
do eixo, como a incerteza no parâmetro Jr — neste último caso, foram utilizados 
os valores mínimo, médio e máximo do parâmetro. 

Inicialmente considerou-se uma perturbação senoidal de amplitude unitária e 
frequência igual a wa, isto é, 0.01 rad/s. Os resultados se encontram na Figura 
8.17. A linha preta representa a saída do sistema nominal enquanto as linhas de 
cor de cinza correspondem às respostas do sistema “real” para os três valores con- 
siderados do parâmetro Jr; a linha pontilhada é o gráfico de 1% da perturbação. 
Nota-se que, em regime estacionário, as saídas nominal e “reais” são pratica- 
mente indistinguíveis e têm amplitudes um pouco superiores a 1% da amplitude 
da perturbação. Isso se deve ao fato de que, para a frequência de 0.01 rad/s, a 
sensibilidade é ligeiramente superior ao valor da barreira de robustez da rejeição 
da perturbação, conforme revela um olhar mais atento da figura 8.16. 

Como segunda verificação, foram realizadas simulações do sistema “real” nas 
mesmas condições anteriores para um erro de medida senoidal de amplitude uni- 
tária e frequência de 10 rad/s. Os resultados em regime estacionário apresentados 
na Figura 8.18 — em cor cinza, os gráficos das saídas do sistema “real” e, em 
preto, o do sistema nominal — são praticamente indistinguíveis. A linha ponti- 
lhada é o gráfico de 1% do erro de medida. 
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Figura 8.17 — Saídas do sistema para perturbação senoidal. 


Figura 8.18 — Saídas do sistema para erro de medida senoidal. 


Observe na Figura 8.16 que, na frequência de 10 rad/s, o ganho da sensibi- 
lidade complementar resultou da ordem de 30 dB abaixo da barreira de robustez 
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da rejeição do erro de medida, o que corresponde a uma atenuação adicional por 
um fator de aproximadamente 32. Essa é a razão de os resultados excederem a 
especificação de projeto, como mostram as saídas “reais” com amplitudes bastante 
inferiores a 1% da amplitude do erro de medida. 


Apéndice A 


Modelo “real” do sistema de 
acionamento 


Este apêndice contém o desenvolvimento do modelo matemático “real” do 
sistema de acionamento de uma carga inercial acoplada a um motor CC por meio 
de um eixo não rígido à torção. 


A.1 Modelo na forma de resposta em frequência 


O modelo na forma de resposta em frequência é útil para o cálculo do erro 
multiplicativo (função lm), necessária para a realização do projeto. 

No Capítulo 3, foi apresentado um esquema do modelo físico do sistema, 
reproduzido na Figura A.1 para facilidade de referência. 


Figura A.1 — Modelo físico do sistema “real”. 


A modelagem é feita considerando inicialmente os elementos intermediários 
em que o eixo foi discretizado (i = 2,--- ,n — 1). Em seguida, são tratados os 
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elementos das extremidades (i = 1 ei = n). Então é considerado o conjunto 
motor+redutor e, por fim, a carga. 


e2<i<n-l 


A Figura A.2 representa um par de elementos de inércia adjacentes, (i) e 
(¢+1),(2<i<n-1). 

0; é a posição angular do elemento (i) e T; é o torque aplicado pelo elemento 
(i — 1) sobre o elemento (i). 


6; 0, 
Ak 

| | 1 

Ti Ti+ T;sa 


Figura A.2 — Par de elementos de inércia do modelo do sistema “real”. 


Para 2 < i < n — 1, pode-se escrever que 


T; — Tiga = AJO; + Af; (A.1) 
B 
Ti+ı = Ak(0i — 6:41), (A.2) 
resultando então 
T; = AJÖ; + Afô; + Ak(0; — 0441). (A.3) 


Mas, da equação A.2 tem-se 
Ti; = Ak(0;-1 — %), 
e, portanto, a equação A.3 conduz a 
AJO; + Afô; + Ak(-0;-1 + 20; — 6:41) = 0. (A.4) 
Aplicando a Transformada de Laplace com condições iniciais nulas e subs- 
tituindo s por jw, resulta para a resposta em frequência a seguinte igualdade: 
—Ak6;_-1(jw) + B(jw)6;(jw) — AkOi41(jw) = 0, (A.5) 


em que 


B(jw) = (jw) AJ + (jw)Af + 2Ak. (A.6) 
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e 
I 
pa 


De maneira análoga à obtenção da equação A.6, resulta 
—rAkOm (jw) + B(jw)0i(gw) — AkOo(jw) = 0, (A.7) 


dado que 
dc = r0m. 


Da mesma forma, 
—AkOn-(jw) + B(jw)On(jw) — Akb (jw) = 0. (A.8) 


e Conjunto motor + redutor 


Considerando que 
To = Ak(dc — 01) 


e que as equações eletromecânicas do conjunto motor + redutor conduzem a 


X brnko = k 
Juöu + (fu + E | b+ ro = E 


Ra R, Va, 
obtém-se k 
—rAk6; (jw) + a(jw)Ou(jw) = p Vedo), (A.9) 
em que 
a(jw) = (jw)? Jum + (jw) (tu + =) + r7Ak. (A.10) 
e Carga 
Para a carga, 
Tr = JOL + fez, 
sendo que 
Tr = Ak(6n — 01) 
e, portanto, 
—Ak6n (jw) + y(jw)Or (jw) = 0, (A.11) 
em que 


(jw) = (jw)? Jr + (jw) fr + Ak. (A.12) 
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e Resumo 


Das equações A.5, A.7, A.8, A.9 e A.11, resulta 


61 (jw) 0 
O2(jw) 0 
0z (jw) 0 
M(jw) . = . : (A.13) 
On (jw) 0 
OLljw) 0 
Om (jw) FEV, (jw) 
em que 
Bw) —Ak 0 O Ou cv: © 0 0 —rAk 
-Ak B(jw) -Ak 0 0::- 0 0 0 0 
0 -Ak Bijw) -Ak 0 - +--+ 0 0 0 0 
M (jw) = 
0 0 0 0 0-0. -Ak Bw) -Ak 0 
0 0 0 0 0 0 -Ak (jw) 0 
-râk 0 0 0 0 0 0 0 a(jw) 


Como, para dado valor de w, o objetivo é calcular o valor de 


Ar (jw) 
Gr(jw) = —, 
R( ) Va (jw) 
basta, por exemplo, escolher 
Valju) = 1, 


resolver o sistema de equações lineares A.13 para calcular Or (jw) e, então, 
Gr(jw) = bL (jw). 


Fica evidente assim que não foi necessário obter analiticamente a expressão 
de G R( jw). 


A.2 Modelo na forma de estados 


Modelo “real” do sistema de acionamento 223 


O modelo na forma de estados é útil para a simulação temporal do sistema 
“real”. 

Do modelo na forma de função de transferência da seção A.1, é simples obter 
o modelo de estados. 

Para isso, basta definir as matrizes P, Q, R €e R("+?)*("+2) à seguir: 


AJ 0 0 00... 0 0 0 0 

0 AJ 0 00... 0 0 0 0 

0 0 AJ00-..-.0 0 0 0 
P= 

0 0 0 00 - 0 AJ 0 0 

0 0 0 00 - 0 0 Jr 0 

0 0 0 00 - 0 0 0 In 

Af 0 000... 0 0 0 0 

0 Af 0 00 0 0 0 0 

0 0 Af 00 0 0 0 0 
Q= , 

0 0 0 00 - 0 Af 0 0 

0 0 0 00 - 0 0 fr 0 

0 0 0 00 0 0 0 fut =e 
0 -Ak 0 0 O--.. p 0 0 -—rAk 
-Ak 2Ak -Ak 0 0... 0 0 0 0 
0 —Ak 2Ak -Ak 0---.- 0 0 0 0 

R= 

0 0 0 O 0.: -Ak 2Ak -Ak 0 
0 0 0 O 0... 0 —Ak Ak 0 
—-rAk 0 0 0 0 -::0 0 0 r2Ak 


e os vetores O, U € Rº+2: 


O = [94 02 03 --- On Or Om]? 
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U = [000 --- 00kr/R,J’ . 
Então pode-se escrever de imediato o modelo no domínio do tempo na forma 
PÔ + QO + RO = UV, (t). 


Daí resulta o modelo de estados 


x(t) 


= Arz(t)+ Bu(t) A.14) 
y(t) Ca(t), (A.15) 
em que 
0 I 
A= 
=p-ip pig |' 
0 
s PAR |" 


Apêndice B 


Robustez do desempenho em 
baixas frequências 


Uma forma usual da condição de robustez do desempenho em bai- 
xas frequências que aparece na literatura [Skogestad and Postlethwaite, 2005], 
[Doyle et al., 1992] é 


sup [non] + |W3(jw)P(jw)|f < 1. (B.1) 


O objetivo deste apêndice é discutir a relação desta forma com as condições 
vistas nos Capítulos 4 e 5. 


Dado que, no caso geral, o desempenho em baixas frequências envolve o acom- 
panhamento de referência, a rejeição de perturbação e a compatibilidade entre a 
malha fechada e o pré-filtro, a apresentação fica mais simples tratando-os simul- 
taneamente. 


Assim, para simplificar a notação, seja ,¢ o conjunto de interesse em baixas 
frequências! e ôpy(w) a função que, para w E Qaf, representa a restrição de 
desempenho em baixas frequências e, para w É Qos, é suficientemente grande. 


‘No caso mais geral, 


ws = MY UM UDP. 
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Sejam Wi(s) e W3(s) funções reais, racionais, estáveis e de fase mínima tais 


que? 
1 
LACE < Opp (w) (w € R) (B.2) 
|W3(jw)| > Im(w) (w ER). (B.3) 


Tendo em vista as equações 5.2, 5.11 e B.2, pode-se escrever a condição de 
desempenho robusto em baixas frequências como 


|1 + Gr(jw)K (jw)| > |Wi(jw)| (w €R) (B.4) 
para toda função Am tal que 
[Amn(jw)| < |W3(jw)| (w €R), 
sendo que 
Gr(jw) = [1+ Am(jw)] Gw) (wER). 


Considere agora a Figura B.1, em que Gr(jw)K(jw) representa um ponto 
qualquer situado no círculo de centro G(jw)K (jw) e raio |W3(jw)G(jw).K (jw)|. 

Observando a figura, verifica-se que, para que a condição B.4 valha, é preciso 
que o ponto 1+ Gr(jw)K (jw) esteja situado fora da circunferência de centro no 
ponto —1 e raio |W {(jw)]. 

Note de imediato que é suficiente que a soma dos raios das circunferências 
seja menor do que a distância do ponto —1 ao ponto G(jw)K (jw). Ou seja, 


(Wi (jw)| + |W3Gw)G(jw)K (jw)| < |1 + GGw)K(Gw)| (w ER). 
Dividindo ambos os membros por |1 + G(jw)K(jw)|, tem-se 
[Wi Go) S Gu) + |W3(jw)T(jw)| <1 (w ER). (B.5) 
Ora, esta desigualdade? é garantida se 


sup {Wi Ga) Sin) + |W3(jw)T(jw)|} < 1. (B.6) 


2Note que aqui não são utilizados os símbolos W1 (s) e W3(s), já usados anteriormente, porque 
incluíam em sua definição, respectivamente, os efeitos dos erros de modelagem no desempenho 
em baixas frequências e a rejeição do erro de medida, o que não ocorre com W] (s) e Ws(s). Essas 
novas funções podem ser interpretadas da seguinte maneira: i) Wi(s) representa as especificações 
em baixas frequências para o sistema nominal; 2) W3(s) representa a função que define apenas 
a barreira de estabilidade. 

“Em [Doyle et al., 1992] e [Sidi, 2001], ela aparece como 


|| |WiS| + |W3T] |loo < 1. 


Robustez do desempenho em baixas frequéncias 


|W; (jw) | 


|W; (jw)G(iw)K(jw)| 
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Figura B.1 — Ilustração para a obtenção da condição de robustez do desempenho em 


baixas frequências. 


B.1 Análise em baixas frequências 


Uma questão natural neste ponto é indagar qual é a relação entre a condição 


de robustez do desempenho dada pela desigualdade B.5 e a mesma dada pela 


condição 8.10 com Wj definida pela equação B.2. 
Para w € Qf, tipicamente valem as aproximações 


T(jw) =1 
1 


SG) = GG Ge)’ 


e, portanto, a desigualdade B.5 pode ser escrita de forma aproximada como 


. 1 
Wi GGaKGa + |W3(jw)|<1 (veR). 
Assim, se 
|W3(jw)| < 1, 
entao Wi Gw) 
; : jw 
G(jw)K (jw) > — EA 
COR > TT) 
que é idêntica a 5.7 quando 
. 1 
Wi (jw)| = == 


dot (w) 
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|W3(jw)| = Im (00). 


B.2 Análise em altas frequências 
É interessante notar que, em altas frequências, nos casos típicos 
S(jw) = 1 


e |W{(jw)| é suficientemente pequeno, de maneira que, para um dado w, a con- 
dição B.6 pode ser escrita de forma aproximada como 


: il 
PGA < gN 

Esta desigualdade tem exatamente a mesma forma da condição de robustez 
da estabilidade 4.3 para w restrito à região de altas frequências. Esse fato era 
esperado, uma vez que, na Figura B.1, o raio (|W{|) do círculo de centro no ponto 
—1 é suficientemente pequeno e, portanto, a desigualdade B.4 impõe que o ponto 
1+Gpr(jw)K (jw) não toque o ponto —1. Ora, esse foi precisamente o argumento 
utilizado para deduzir a condição de robustez da estabilidade na Seção 4.2. 


B.3 Condição expressa por meio da sensibilidade mista 


Para concluir esta discussão, vejamos como a condição B.6 pode ser expressa 
na forma da sensibilidade mista. Para isso, é necessário apresentar inicialmente 
uma propriedade envolvendo as normas 1 e 2 de vetores complexos. Antes, porém, 
convém lembrar as definições 


n 
leli = $ ei 
s=} 


para œ € C”, g = [ey 23 2+2 


Robustez do desempenho em baixas frequéncias 


Propriedade B.1 


Se x = [x1 z2] € C?, então 
lh < V2 llallo. 


Demonstração 


Para qualquer x € C?, 
(z1| — |x2|)? > 0 


e, portanto, 
ja [2 + Jara]? > 2|x1] [ara]. 
Logo, 
2 |x|? +2 |x|? > Jarl? + [xo]? + 2x1] [2], 
ou seja, 
2 (ra)? + |æ21?) > (laa| + |e2l)?. 
Dai tem-se 


V2 Ilella > [lalla 
e a demonstração se completa. 
Uma consequéncia imediata dessa propriedade é que, se 
læll2 < 1, 


então 


lzllı < v2. 


Assim, lembrando que (veja equação 8.2) 


Wis ; F à 
i = sup y |W (jw) S(jw) |? + [W3 Gw)T(jw)]?, 
WT wER 
a imposição de que 
$ 
pea ej 
WT 


acarretará que 


max {| Wi (jee) SGw)| + [W4(jee)T (ju) < V3, 
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(B.7) 


230 Introdução ao projeto de sistemas de controle robustos 


ou seja, a utilização da condição de robustez do desempenho na forma de sensi- 
bilidade mista (equação B.7) fará com que a condição B.6 esteja satisfeita com 


um erro de no máximo 3 dB. 


Apêndice C 


Robustez da rejeição do erro de 
medida 


O propósito deste apêndice é provar a condição de robustez da rejeição do 
erro de medida, partindo de uma desigualdade não aproximada, diferentemente 
do que foi feito na Seção 5.3. 

Para isso, de início note que essa condição é dada por (veja equação 2.38) 


| Gr(jw) K (jw) 


GKG SÓ) (vem) 


ou seja, 
1 1 
=" "EE + 2 w E Qn). C.1 
EAT | mg SM (ol) 
No entanto, 
1 1 
| Gr(jw)K (jw) | | Gr(jw)K (jw) | 


em que a última desigualdade deve-se ao fato de que tipicamente 
IGr(jw)K (jw)| < 1 (w € Qn). 


Portanto, uma condição suficiente para C.1 é dada por 


1 il 


eh A eee w E Qn), 
bam to WE) 
de onde segue de imediato que 
i s ôn (w) 
K Ke Chr) E] 
Cri) (we My) (C.2) 
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Note que, no caso usual em que ôn(w) < 1, essa condição pode ser aproximada 
pela equação 5.17, para o caso em que a incerteza de modelagem é representada 
por meio de templates. 

Por outro lado, quando se considera a incerteza na forma multiplicativa, tendo 
em vista que (veja a equação 3.1) 


Grijw) = [1 + Am(jw)]G (jw), 


a desigualdade C.2 pode ser reescrita como 


1+ Ano [GGK Ge) < (WE) (C3) 
Mas 
[1 + Am(jw)| < 1+ |Am(jw)| < 1+ ln(w) (w € R), 


e, por consequência, uma condição suficiente para C.3 é dada por 


[1 + Im(w)]|G(w)K (jw)| < EFTE (w € Qn). 
Portanto, 
' : ôn(w) 


Apêndice D 


Barreiras exatas no plano de 
Nichols 


Para o caso de incertezas representadas por templates, as barreiras de desem- 
penho foram consideradas de forma aproximada nos Capítulos 5 e 7. Aqui são 
apresentadas suas formas exatas. 


D.1 Barreiras de baixas frequências 


Considere uma restrição do tipo 
1 
1+GK| > F (D.1) 


em que GK é um número complexo e ô é um número positivo, tipicamente muito 
menor que 1. A questão que se coloca é determinar no plano de Nichols o conjunto 
de pontos GK que obedecem a essa restrição. 

Considerando GK representado na forma polar, isto é, 


GK = p/ọ, 


a equação D.1 pode ser reescrita como 


|1 + plcos(y) + j sin(y)]| > 


ole 


Elevando ao quadrado ambos os membros e rearranjando, 


2 [i 
p +2cos(y)p+ 1-5 =. 
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Tem-se assim o problema reduzido à análise do sinal de um polinômio do 
segundo grau em p, o que é trivial. Note que, para ô < 1, esse polinômio tem 
sempre uma raiz negativa e uma positiva, sendo esta última a que interessa. 

Há duas formas simples de aproximações para a desigualdade da equação D.1. 

A primeira delas, que é util quando 


IGK|>1, 


é a seguinte: 


1 
IGK| 2145, (D.2) 


a qual se obtém considerando que vale a desigualdade 
I+GK|>|GK|-1. 


A segunda aproximação é 


IGK] > (D.3) 


1 
ô 
e se aplica, obviamente, quando 


|IGK| > 1. 


Na Figura D.1, são apresentados os gráficos das barreiras exatas (em linha 
cheia) e de suas formas aproximadas — a primeira em linha pontilhada e a se- 
gunda em linha tracejada — para alguns valores de 6. Fixado um valor para 6, 
o gráfico correspondente não aproximado foi construído discretizando o valor de 
y no intervalo [—27 0] e, para cada valor de y, calculando a raiz positiva do 
polinômio de segundo grau mencionado. 

Note que, quanto menor o valor de 6, tanto melhores ambas as aproxima- 
ções, como era esperado. Observe também que a primeira aproximação é a mais 
conservadora e que a segunda é uma aproximação “média”. 


D.2 Barreiras de altas frequências 


Considere agora uma restrição do tipo 
(D.4) 


em que GK é um número complexo e 6 é um número positivo, tipicamente muito 
menor que 1. 
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BARREIRAS EXATAS E APROXIMADAS - |1+GK| > 1/5 


8 


N 
S 
T 


Módulo (dB) 


-400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0 
Fase (°) 


Figura D.1 — Barreiras exatas e aproximadas para || + GK] > (1/6). 


Reescrevendo a desigualdade D.4 na forma 


1 1 
> : 
z+; (D5) 


e, assim como na Seção D.1, considerando GK representado na forma polar, isto 
é, 
GK = p/¢, 


resulta de imediato que 


Sm 


*|cos() = jsin()] + ] > 


Elevando ao quadrado, 


1 1 1 
-z + 2.cos(y)— + (1 — =) > 0. 
p p 


As aproximações, obtidas a partir da equação D.5 da mesma maneira que na 
Secao D.1, sao as seguintes: 


ô 
| STG 


IGK| < ô. 


Analogamente à Figura D.1, a Figura D.2 apresenta algumas barreiras para 
esse caso. 
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BARREIRAS EXATAS E APROXIMADAS - |GK/(1+GK)| < ô 


Módulo (dB) 


-400 -350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0 
Fase (°) 


Figura D.2 — Barreiras exatas e aproximadas para |GK/(1+GK)| < ô. 


Apêndice E 
Norma Ho 


Seja x € C” um vetor complexo e seja p um número inteiro e positivo (p = 
LD cick 


Definição E.1 — Norma p de um Vetor Complexo /Hoffman, 1975] 
Define-se a norma p de x por! 
llacllo = (lara? + eal? +++ + Ie?) P. (E.1) 
Definição E.2 — Norma co de um Vetor Complexo 
No limite, para p > oo, tem-se 
elle = max {|e}. (E.2) 


No que se segue, F(s) — ou simplesmente F — denota uma função complexa 
de variável complexa s, isto é, 


FPF: C>C. 


Definição E.3 — Função analítica [Franklin et al., 2006] 


Suponha que F seja definida e finita na vizinhança de um ponto so. F é dita 
analítica em sy se sua derivada existe em sy e em todos os pontos da vizinhança 
deste. 


‘No caso particular em que p = 2, tem-se a norma euclideana complexa. 
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Definição E.4 — Função limitada /Francis, 1987] 
F é limitada no semiplano direito aberto se 
IbER*:|F(s))<b (Vs: Re(s) > 0). 
Definição E.5 — Espaço de Hardy 


Define-se o espaço de Hardy Hæ como o conjunto das funções F que são 
analíticas e limitadas no semiplano direito aberto. 


Definição E.6 — Norma Hx de uma função complexa de variável complexa 


O valor mínimo do limitante superior b é a norma Hs, de F, denotada por 
|Flloo, isto é, 


Flo = sup{|F (s)| : Re(s) > 0}. (E.3) 
Definição E.7 — Espaço RH% 


Define-se o espaço RHso como o subconjunto de Ho constituído pelas funções 
reais e racionais — isto é, as funções complexas racionais com coeficientes reais. 


Teorema E.1 /Francis, 1987] 


Seja uma função F real racional. Então, F € RHs se e apenas se F é 
própria e assintoticamente estável. 


Este teorema diz que RH» é o conjunto das funções reais racionais estáveis 
e próprias. 


Teorema E.2 — Teorema do Módulo Maximo /Zhou and Doyle, 1998] 


Se F é definida e contínua em um conjunto fechado e limitado S C C e 
analítica no interior de S, então o valor máximo de |F| não é atingido no interior 
de S, a menos que F seja constante. 


2A designação Espaço de Hardy é uma referência ao matemático inglês Godfrey Harold Hardy 
(1877-1947). 
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Uma consequência deste teorema é que o máximo de F só pode ser atingido 
na fronteira de S. 
Outra consequência é que, se F € RH% então ||F|lo é dada por 


I|F loo = sup{|F'(jw)| : w € R}. (E.4) 


Apéndice F 


Existência da solução do problema 
Ho sub-ótimo 


As condições de existência da solução do problema de controle Hs, sub- 
ótimo formulado no Capítulo 8 são apresentadas a seguir [Doyle et al., 1989], 
[Zhou and Doyle, 1998]. 

Para isso, considerem-se inicialmente matrizes A, Q, R € R"*”, sendo Qe R 
simétricas. 

A equação matricial em X € R"*” 


ATX +XA+XRX+Q=0 


é conhecida como Equagao Algébrica de Riccati (EAR). 
A EAR associa-se a matriz H € R2"*2n 


A R 


H= 
= -AF 


? 


denominada matriz hamiltoniana. 

Uma propriedade da matriz hamiltoniana é que seus autovalores são simétricos 
em relação ao eixo imaginário. 

Supondo que a matriz H não tenha autovalores no eixo imaginário, então 
resulta que ela tem n autovalores no semiplano esquerdo (Re(s) < 0) e n no 
semiplano direito (Re(s) > 0). 

Seja x-(H) o subespaço espectral invariante n-dimensional correspondente 
aos autovalores de H situados no semiplano esquerdo. Tomando uma base de 
x-(H), dispondo os vetores dela em uma matriz e particionando-a, tem-se 


X 
=m 5 | 
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em que Im denota o espaço gerado pelas colunas da matriz. No caso geral, X4 e 
Xə são matrizes complexas n x n, mas que podem ser escolhidas como reais. 
Se X4 é não-singular, define-se 


H=MX*. 


Assim, nesse caso, X é definido unicamente por H e a função que associa X 
a H é denotada por Ric, isto é, 


X = Ric(H), 


sendo seu domínio denotado por dom(Ric). 
Considerando agora o problema de controle Hx sub-ótimo do Capítulo 8, 
definem-se as matrizes Hs € Jo, como 


m =| 4 323i Br — BoB? 
* | -CF —AT 
e 
i= AT CFC- CP C2 
| —ByBF —A i 


Denotando por p(M) o raio espectral de uma matriz real quadrada M, as 
condições de existência da solução do problema de controle Hə sub-ótimo são as 
seguintes [Zhou and Doyle, 1998], [Doyle et al., 1989]: 


1. (A, Bı) estabilizável e (C1, A) detectável, 
2. (A, B2) estabilizável e (C2, A) detectável, 
3. Df,[Ci|D12] = [0/1], 


Bı 
Do, 


j 


5. Ho € dom(Ric) e Xo = Ric(Hoo) > 0, 
6. Joo € dom(Ric) e Yo = Ric(Hoo) > 0, 
T ABM. 


Observa-se que, na prática, a verificação dessas condições é uma tarefa um 
tanto intrincada, o que é agravado pelo fato de que as matrizes do modelo de 
estados envolvidas são as referentes à planta generalizada. 
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